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Capitol 1
Introduccio.

Tal i com indica el seu titol, la present memoria de tesi té com objecte d’estudi el desen-
volupament d’algorismes i implementacions eficients per resoldre el problema conegut dins
del mén de ’Optimitzacié i Investigacié Operativa com a problema de fluxos multiarticle
en xarxa. Com es despren del seu nom, és un problema d’optimitzacié en xarxa on, a
diferencia del problema classic uniarticle, diversos productes (els articles) comparteixen el
mateix canal fisic (la xarxa) sense poder ser combinats entre ells. Aixo provoca que sigui
necessaria una replicacié de les variables —fluxos en cada arc— de la xarxa original, tantes
vegades com articles hi ha, el qual incrementa considerablement el nombre de variables i
constriccions a ser tractades.

L’optimitzacié de fluxos en xarxes multiarticle és un problema ben conegut, i durant
anys diverses aplicacions reals han estat modelitzades mitjancant aquesta tecnica. Alhora,
és un problema molt costdés des d’un punt de vista computacional, donat el gran nombre
de variables i equacions que intervenen com abans s’ha esmentat. Aquest doble fet (el seu
interes per solucionar problemes reals i el seu elevat cost) ha motivat 'estudi i desenvolupa-
ment de tecniques per tractar-lo de forma especifica. Sovint, pero, aquest esfor¢ ha conduit
a la formulacié de diversos algorismes pero rarament ha donat lloc a implementacions de
caracter practic.

Amb aix0 que acabem de dir queda clar que suposarem que hi ha una clara distincié
entre el que és algorisme i el que és implementacié, tot i que sovint és dificil decidir
on hi ha la frontera entre un i altre concepte. En general, per algorisme entendrem la
seqiiencia de processos que s’han de seguir per tal d’aconseguir un cert objectiu, mentre
que la implementacio fa referencia a com, en ltima instancia, s’han dut a la practica. Des
d’aquest punt de vista es podria dir que un algorisme té moltes implementacions, pero que
una implementacié només correspon a un unic algorisme.

S’ha cregut convenient fer una breu discussio sobre els conceptes d’algorisme i imple-
mentacié, donat que al treball aqui presentat ambdods tenen un pes especific. Al treball
desenvolupat no s’ha pretes només detallar com modificar, ampliar o obtenir algorismes per
solucionar el problema de fluxos multiarticle, siné que a més s’ha plantejat com objectiu
prioritari 'obtencié d’implementacions el més eficients i robustes possibles. Vista aixi, la
tasca desenvolupada es troba a cavall entre dos camps com ara la Investigacié Operativa
i la Informatica. També cal tenir present que en aquesta memoria es presentara detalla-
dament tot el que faci referencia a la part algorismica, pero no s’aprofondira tant a nivell
d’implementacié. Aixo implicaria haver de descriure una gran quantitat d’estructures de
dades i una gran quantitat de rutines desenvolupades i altres usades de llibreries numeriques
estandard. Tanmateix, aix0o no ha de fer oblidar que la major part de 1’esfor¢ necessari ha
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estat dedicat a 'obtencidé i disseny d’aquestes rutines i estructures de dades. I el fet de
que tot aquest treball quedi plasmat en només ’obtencié d’una serie de taules amb valors
numerics no ha de fer oblidar la gran quantitat de feina no descrita que hi ha darrera
d’aquests resultats.

Un cop s’ha definit el marc on es troba el treball realitzat, procedirem a definir amb
més detall els objectius que s’han perseguit i les aportacions que representa respecte el
que fins ara s’havia fet. Finalitzarem la introduccié amb una breu descripcié sobre com
ha estat estructurada aquesta memoria.

1.1 Objectius.

Ja s’ha comentat anteriorment que l'objecte d’estudi del treball realitzat son les
tecniques de fluxos multiarticle, i que el problema ha estat abordat des d’una optica forca
aplicada. Cal ara, pero, detallar de forma més precisa quins soén els objectius que s’han
perseguit. L’ordre en que es presenten correspon a la seqiiencia temporal de tasques que
han estat realitzades.

e Tots els algorismes especialitzats per a problemes de fluxos multiarticle descrits a la
literatura consideren el problema en la seva forma més simple, on es disposa de funcié
objectiu lineal, constriccions de xarxa i limits simples a les variables. Tanmateix
per moltes aplicacions reals cal considerar variants d’aquesta formulacié inicial. Una
d’aquestes és 'addiccio de constriccions lineals, a banda de les que ja hi ha de xarxa.
La primera tasca a fer, doncs, consisteix en 1'obtencié d’un algorisme per a fluxos
multiarticle que suporti constriccions a banda lineals. Cal dir que altres autors ja han
desenvolupat algorismes especifics per constriccions a banda, perd sempre considerant
només problemes de xarxes amb un unic article. Des d’aquest punt de vista, I’objectiu
pretes consistira, en certa manera, en combinar en un unic algorisme dues tecniques,
una especialitzada per a fluxos multiarticle i una per a problemes uniarticle amb
constriccions a banda.

e Una altra de les mancances dels algorismes especialitzats de fluxos multiarticle des-
crits fins el moment, és el fet de només tractar problemes amb funcié objectiu lineal.
L’algorisme previament desenvolupat per tractar problemes multiarticle amb constric-
cions a banda pot ser adaptat per tal de suplir aquesta absencia. Per dur a terme
aquesta tasca, es considerara un metode capdavanter d’optimitzacié no lineal per a
problemes de gran escala, i sera introduit dins 'algorisme multiarticle amb constric-
cions a banda previ. Els dos objectius fins aqui esmentats es podrien considerar com
variants de metodes “classics” de programacié lineal i no lineal.

e En els darrers anys els metodes anomenats de punt interior s’han consolidat com a
tecniques molt efectives per solucionar problemes de programacié lineal (fins i tot
quadratica). Per tant, es pretén especialitzar un metode de punt interior per tal de
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tractar problemes de fluxos multiarticle amb constriccions a banda. Aquesta especia-
litzacié, pero, només es fara considerant funcions objectiu lineals.

e A part del desenvolupament dels algorismes detallats als tres punts previs, la im-
plementacié concreta de cada un d’ells esdevé un objectiu primordial. A més, es
pretén obtenir implementacions el més robustes i eficients possibles, el qual implica
I'is de llenguatges de tercera generaci6 en comptes de paquets matematics (numerics
i simbolics) d’alt nivell. Aquestes implementacions han de ser capaces de tractar
problemes de gran escala.

e Un cop desenvolupats els codis, resulta possible comparar el seu rendiment respecte
d’altres paquets d’optimitzacié. Aixi mateix, el fet d’haver desenvolupat implemen-
tacions multiarticle usant tecniques classiques i de punt interior, permet comparar
I’eficiencia relativa d’unes respecte les altres.

1.2 Aportacions.

Donada la vessant aplicada del treball de tesi realitzat, la majoria d’innovacions re-
cauen dins del camp de la implementacié de software numeric. En alguns casos les imple-
mentacions realitzades constitueixen una millora respecte codis previs desenvolupats per
altres autors, mentre que en altres representen el primer intent d’abordar numericament
i de forma especifica certs metodes. Naturalment, les implementacions fetes no sén ni
molt menys definitives, i, probablement, son millorables considerant d’altres enfocs més
escaients. Tanmateix, el treball realitzat constitueix un primer pas vers la consecuci6
d’implementacions el més eficients possibles.

Des del punt de vista algorismic, cal fer una separacio clara entre el treball fet re-
lacionat amb tecniques classiques i les de punt interior. Pel que fa a les primeres, la
tasca realitzada ha estat una ampliacié i combinacié de metodes especialitzats ja existents
de programacié lineal i no lineal. Basicament, ’aportacié més novedosa esta lligada a
I’algebra del calcul i actualitzacié d’una matriu de treball usada al llarg de tot 1’algorisme.
Pel que fa a 'aplicacio de tecniques de punt interior, el metode multiarticle desenvolupat
ha estat dissenyat per complet, tot i que presenta algunes similituds amb enfocs proposats
per altres autors. Aquests, pero, en cap moment proporcionaven una forma raonable per
solventar el problema de forma numerica. Per la seva banda, 'algorisme aqui presentat
solventa aquesta dificultat, i, de fet, la implementacio realitzada s’ha mostrat forca eficient
per segons quins tipus de problemes.

Concretant més, podem desglossar les aportacions d’aquest treball en els seglients
punts:

e Ampliaci6 de l'algorisme anomenat del particionament primal (especialitzacié del
simplex per resoldre problemes de fluxos multiarticle) per tal de considerar cons-
triccions a banda lineals i funcions no lineals.
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e Implementacié de I’algorisme de particionament primal per a fluxos multiarticle amb
constriccions a banda lineals per a funcions lineals i no lineals. Resolucié de problemes
de gran escala —provinents d’aplicacions reals i obtinguts per generadors automatics—
tant per al cas lineal com per al no lineal.

e Desenvolupament d’un algorisme de punt interior per resoldre problems de fluxos
multiarticle amb constriccions a banda lineals.

e Implementacié de ’algorisme de punt interior especialitzat per a problemes de fluxos
multiarticle, i resolucié de problemes de gran escala.

e Comparacio de 'actuacié dels codis especialitzats desenvolupats amb altres codis exis-
tents d’tis general i especialitzats.

e Estudi comparatiu dels metodes especialitzats de punt interior respecte els metodes
especialitzats basats en el simplex en la resolucié de problemes multiarticle.

Cal dir que en parlar de resolucié de problemes de gran escala s’esta fent referencia a
problemes que en el cas lineal poden tenir fins a 150000 variables i 45000 constriccions, i
fins a 17000 variables i 4800 constriccions per a funcions no lineals. La considerable mida
d’aquests problemes obliga a la realitzacié d’implementacions forca acurades i eficients,
per tal de poder obtenir resultats satisfactoris en un temps raonable.

1.3 Esquema general de la memoria.

S’ha pretes que la present memoria fos el més autocontinguda possible, dins d’uns
marges raonables. Per tant, s’intentara fer un breu esment d’aquelles aportacions previes
d’altres autors que siguin rellevants. I pel que fa a aquells aspectes que no es considerin
clau, tot i ser usats dins d’aquest treball, només seran referenciats i s’adrecara el lector
cap a textes més especialitzats.

Podem considerar dividida la present memoria en quatre grans blocs. Aquests sén:

e Bloc 1. (Capitols 2 i 3) Aquest primer bloc es dedica a la presentacié del problema
de fluxos multiarticle, detallant la seva formulacio, les arees d’aplicacions d’aquests i
les contribucions previes d’altres autors (estat de I’art).

e Bloc 2. (Capitols 4, 51 6) Aquest segon bloc detalla la tasca realitzada en el desenvo-
lupament i implementacié d’un metode per resoldre el problema de fluxos multiarticle
considerant constriccions a banda lineals i funcié objectiu no lineal. El metode pre-
sentat és una extensié d’un ja existent i conegut com a métode del particionament
primal, una especialitzacié del simplex per a fluxos multiarticle. Es presenten els
resultats computacionals obtinguts amb el codi desenvolupat, i la comparacié del seu
rendiment respecte codis alternatius.



§1.3. Esquema general de la memoria 5

e Bloc 3. (Capitols 7, 8 1 9) En aquest tercer bloc es presenta un algorisme de punt
interior que considera problemes amb fites superiors a les variables, i la seva especia-
litzacié per tal de resoldre problemes multiarticle. S’adjunten els resultats obtinguts
amb el codi especialitzat desenvolupat, tot comparant-lo amb implementacions de
punt interior de caracter general. També es fa una comparacié de les dos especi-
alitzacions multiarticle realitzades dins d’aquest treball (la basada en el metode de
particionament primal, i aquesta de punt interior).

e Bloc 4. (Capitol 10) El darrer capitol, a mode de conclusié, es dedica a destacar les
aportacions més significatives del treball presentat i a exposar les possibles extensions
i linies de futura recerca.

Durant tot el document, les lletres majuscules s’usaran per indicar matrius, mentre
que les mintscules denotaran escalars o vectors (en tot moment es deixara clar quan fem
referéncia a uns o altres). Els vectors es consideraran vectors columna, i un vector fila
es referira com a vector transposat. Els conjunts (d’indexs, de constriccions, etc.) es
denotaran per lletres majuscules calligrafiques (p.e., A). La matriu identitat de dimensié
n es representara per 1,,. Analogament, la matriu zero (amb tots els elements nuls) de
dimensié n es representara per 0,,.






Capitol 2
Formulacio.

Els problemes de fluxos multiarticle apareixen en aplicacions on diversos articles (com
ara vehicles o missatges) comparteixen la capacitat dels arcs d’una tnica xarxa per anar
des d’uns nusos origen a uns altres nusos desti. Als nusos de la xarxa s’ha de satisfer un
balang d’entrades i sortides especific per a cada article. Un clar exemple apareix en el camp
de les telecomunicacions, on es pot considerar com un article el conjunt de trucades que es
fan entre dos punts qualsevols, els quals pertanyen a una determinada xarxa telefonica. Si
els fluxos d’un determinat article no influeixen en els fluxos dels demés articles el problema
pot ser formulat com k problemes independents de fluxos uniarticle (suposem que k és
el nombre d’articles total). Pero si, degut a una limitacié de capacitat de l'arc per al
conjunt dels articles, dita capacitat mutua, els fluxos en els arcs d’'un article limiten la
capacitat per a la resta dels articles, llavors ens trobem davant d’un problema on hi ha un
acoblament entre els k£ problemes uniarticle anteriors. El problema aixi plantejat correspon
a la formulacié classica dels fluxos multiarticle. Tanmateix, aquesta formulacié inicial pot
ser ampliada per tal de tractar un ventall més ampli de problemes. En aquest capitol
detallarem la formulacio especifica amb que es treballara durant la resta de la memoria.
Aixi mateix, es fara un breu esment de possibles camps d’aplicacié dels fluxos multiarticle.

2.1 Formulacié del problema.

Considerem un graf dirigit G = (V, £), on V és un conjunt de m nodes i £ és un conjunt
de n arcs. Suposem, a més, que disposem d’un conjunt K d’articles, de cardinalitat k = |K|.
El problema de fluxos multiarticle amb funcié objectiu lineal —que anomenarem (FML)—
pot ser llavors formulat com:

k
) (i)t ,.(3) 21
w(l),mlgrzl)lv-n-ww(k) z—zl C ( | )

subj. a Az = p®) } 4

FML
( ) 0< 2(® < 7(®)

k
> 2@ < be, (2.4)
1=1
on:

o (M € IR" és el vector de fluxos de Particle 1.
o ¢V € R"™ és el vector de costos lineals per als fluxos de larticle i.
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A € IR™ " és la matriu d’incidéncies entre arcs i nodes, que representa la topologia
del graf G. Sense perdua de generalitat, podem considerar que el darrer arc és un arc
arrel afegit per garantir que rang(A) = m.

e (¥ € IR™ és el vector amb les injeccions per a larticle i a cada node de la xarxa. Si

bgi) > 0, el node j és un punt de subministrament per a ’article ¢. Si b;i) < 0, el node
i)

j és un punt de demanda per a ’article 7. Si bg. = 0, el node j és un punt de traspas
per a l'article i (tot el que entra de 'article ¢ n’ha de sortir).

® by € IR™ és el vector amb les capacitats mitues (capacitat total per a tots els articles
considerats conjuntament) de cada arc.

e 7() € IR™ és el vector amb les capacitats de cada arc per a larticle i. Generalment
s’ha de verificar que f;i) < bem, - En molts casos, pero, es t¢ que Egi) = bem;

e 0 € R" és el vector amb els limits inferiors dels fluxos per a tots els articles (es

considera, doncs, que aquest flux minim és sempre 0).

S’observa com el problema (FML) té, a més dels limits simples de les variables (2.3),
dos grups d’equacions. Per una banda hi ha les equacions de xarxa (2.2), i en segon lloc
les constriccions de capacitat mitua (2.4). Tenint en compte l'estructura de la matriu A
la qual representa la topologia de la xarxa, les equacions (2.2) poden detallar-se com:

(4) (%) -
Z (vw) Z Ty =by’ YvEV i=1,...k (2.5)
(v,w)e€ (w,w)e€

El problema (FML) podria ser considerat com la formulacié classica dels problemes
de fluxos multiarticle, i és la que més sovint apareix en la literatura [2,47,49]. Aquesta
formulacié també sovint és anomenada formulacio arc-node, en contraposicié a altres for-
mulacions alternatives on les variables no sén arcs de la xarxa siné camins entre els no-
des (formulacié arc-cami). D’altres autors [42,43] consideren formulacions on el nombre
d’articles k va associat a parells de nodes (s;,t;),i = 1,...,k, de forma que a s; es submi-
nistren b( ) unitats de l'article i, les quals han d’arribar al node t; (és a dir, el vector b(*)
només tindria dos components diferents de 0, una associada al node s;, amb valor bgi), i
'altra al node t;, amb valor —bé)) El problema (FML) abans formulat és més general,
donat que el nombre de nodes que produeixen o als quals arriba flux de ’article 7 no esta
limitat a un de sol. De fet és possible transformar el problema (FML) a una forma al-
ternativa on cada article es trobi associat a un parell de nodes (s;,t;), només afegint arcs
amb capacitat. No és possible, pero, fer la transformacié de I'altra formulacié a (FML).

El problema (FML) ha estat ampliat en aquest treball de dos formes diferents. La
primera variant consisteix en considerar problemes on la funcié objectiu sigui de la forma

fW, @ 2®) R SR fecC? (2.6)
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El problema de fluxos multiarticle amb funcié objectiu no lineal (FMN) queda llavors
formulat com:

min (2.6)
(FMN) (1) (@) (k)

subj. a  (2.2) - (2.4)
La segona ampliacié que s’ha fet a la formulacié original ha estat afegir constriccions a
banda lineals definides per:

k
by, < ZT(i)w(i) < bep (2.7)
i1

on T € R¥*™ ib,, by € RY, essent t el nombre de constriccions a banda. Afegint (2.7)
a (FML) i (FMN) obtenim respectivament el problema de fluxos multiarticle lineals amb
constriccions a banda lineals (FMLCB), i el problema de fluxos multiarticle no lineals
amb constriccions a banda lineals (FMNCB). Considerant les folgues s.,, € R" per a
les constriccions de capacitat mitua (2.4), i s, € IR? per a les constriccions a banda (2.7),
podem formular (FMLCB) i (FMNCB) en la forma final en que han estat considerats
al llarg de tot aquest treball:

min (2.1)/(2.6)

M2 s Sep
subj. a  (2.2),(2.3)
k
© cm — bcm 2.8
(FMLCB)/(FMNCB) ;x e 28
k . .
S T2 4 5 =B (2.9)
=1
Q S Sem Q S Scb S Ecb - bcb (210)

El problema resultant d’optimitzacié té un total de n = kn + n + t variables i m =
km 4+ n + t constriccions. La matriu A de constriccions del nostre problema, exceptuant
els limits simples, queda formada per les equacions (2.2), (2.8) i (2.9) i té la segiient

estructura:
A 0 - 0 0|0
0 A - 0 0|0
0 0 - A 0|0
1 1 - 1 1
TO 7@ | | T® 0|1
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El sistema d’equacions definit per A és llavors:

A 0 |...| 0 [0]oO M) b
0 Al...| 0 |0o]oO z() b2
: : : o : _| = (2.12)
0 0 |...] A |o]|o z () b(k)
1 1 |...] 1 |1]0 Sem bem
TO 7@ | | T® o1 Seb bey

2.2 Aplicacions dels fluxos multiarticle.

Els problemes de fluxos en xarxes multiarticle apareixen dins una gran varietat de

camps d’aplicacid, tant per a problemes lineals [2,47] com no lineals [22,62]. A continuacié
es fa un breu esment d’algunes aplicacions. Per a un major detall adrecem al lector als
textes referenciats.

1.-

Xarxes de comunicacions [82]. En una xarxa de comunicacions els nodes represen-
ten estacions emissores i receptores de missatges, mentre que els arcs corresponen a
les linies de transmissié. Al conjunt de missatges entre cada parell de nodes emis-
sor /receptor se li associa un article. Tots els articles comparteixen les linies de trans-
missié, les quals tenen una capacitat fixada, i per tant cal imposar constriccions de
capacitat mutua. Associant un cost al pas d’un missatge per cada linia de trans-
missié, el problema consisteix en trobar la distribucié de missatges per la xarxa que
minimitza el cost de transmissié total. Aquest tipus de problemes apareixen en en-
torns tan diversos com poden ser xarxes telefoniques i xarxes d’ordinadors. Sovint el
nombre d’articles acostuma a ser gran (un per cada parell emissor/receptor), mentre
que la mida de la xarxa pot ser moderada.

Transport de mercaderies per una flota de vehicles [20,31]. En aquest problema els
nodes representen punts de produccié i consum de diverses mercaderies (els articles),
mentre que el arcs corresponen als vehicles que les comuniquen. El cost associat al
transport de cada mercaderia és diferent per a cada una. Els vehicles que han de
fer el transport tenen una capacitat maxima de carrega (constriccions de capacitat
mutua). El problema consisteix en decidir la carrega de cada article en cada vehicle
per tal de satisfer el subministrament dels productes anteriors entre parells de nodes
en un periode de temps determinat. Aquest tipus de problemes apareixen tan a un
nivell local (transport regional de certes mercaderies) com a un internacional (per
exemple, es pot considerar el problema d’exportacié i importacié de cereals entre
diversos paisos).
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3.-

Assignacié de transit estatic [7]. Donat un conjunt de destins i origens dins una xarxa
de comunicacio urbana, es considera com a articles el flux de transit comunicant parells
origen-desti. Els arcs de la xarxa (els carrers) tenen un cost (no lineal) en funcié del
transit que suporten: com més carregat va ’arc, major és el seu cost. El problema
consisteix en trobar la distribucié de transit que minimitza el cost total, satisfent
lentrada/sortida de vehicles als nodes origen/desti. La capacitat dels carrers ens
proporciona les constriccions de capacitat mitua. En aquest tipus de problemes tant
el nombre d’articles com la dimensié de la xarxa acostuma a ser gran. Per tal de
reduir la dimensionalitat del problema resultant poden agrupar-se els articles, bé per
nodes origens, bé per nodes destins. Cal remarcar que en aquest tipus de problemes
la funcié objectiu és no lineal.

Optimitzacié de la generacié d’electricitat hidraulica [62]. En aquest cas es consi-
dera una xarxa hidraulica formada per diversos embassaments, replicada al llarg d’un
periode de temps tantes vegades com intervals es vulguin considerar. Els nodes repre-
senten embassaments i els arcs poden significar, o bé volums d’embassaments, o bé ves-
saments i descarregues d’aigua, produint aquestes darreres una determinada generacié
d’electricitat. Les injeccions de flux als nodes representen aportacions estocastiques
d’aigua, les quals es modelitzen aproximant la distribucié real d’aportacions mit-
jancant una distribucié per blocs, obtenint aigiies de probabilitat diferent que seran
els articles del nostre problema. Els volums maxims dels embassament i el maxim
permes que es pot descarregar ens proporciona les constriccions de capacitat mutua.
El problema consisteix en trobar la distribucié optima de recursos hidraulics per tal
de garantir una determinada generacié d’electricitat amb un cost minim. En aquest
cas la funcié objectiu torna a ser (for¢a) no lineal. Aquest tipus de problemes acos-
tuma a tenir xarxes molt grans (degut a que hi ha una réplica de la xarxa original
tantes vegades com intervals considerem), pero, per altra banda, el nombre d’articles
acostuma a ser petit (quatre, generalment).

Planificacié del recorregut de camions cisterna [8]. En aquest cas es disposa de dife-
rents tipus de camions cisterna (cada tipus sera un article), els quals han de fer un
cert repartiment de productes (els repartiments es troben associats a arcs en aquest
model) en unes dates concretes. El problema consisteix a coneixer quin tipus de ca-
mions s’usaran, i el seu nimero, per tal de poder fer tot el repartiment de productes
de forma optima (per exemple, usant el minim nombre possible de camions cisterna, o
bé, si s’associa un cost a cada camio en funcié del seu tipus, minimitzant la funcié de
cost resultant). Per més detalls sobre la xarxa obtinguda adrecem al lector interessat
a l'article abans referenciat. D’aquest problema existeix una versié uniarticle també,
la qual es soluciona aplicant tecniques de max-flow. Cal tenir en compte que aquest
model requereix integritat de les variables (ja que volem coneixer un nombre necessari
de camions), requisit que les téecniques de fluxos multiarticle no garanteixen. Tanma-
teix, la soluci6 fraccionaria trobada pot usar-se com a fita inferior de I'0ptim enter, i,
fins i tot, per aproximar bones solucions enteres.
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Figura 2.1. Xarxa del problema de '’emmagatzemament
estacional.

6.- Emmagatzemament de productes estacionals [41]. El problema consisteix en decidir
quan cal produir i quan emmagatzemar una série de productes (els articles) per tal de
satisfer una demanda estacional d’ells (estacional vol dir cada semana, cada mes, cada
trimestre ... ). Per entendre millor el problema considerarem un exemple on disposem
d’un dnic magatzem de capacitat M, i de dos productes, la demanda trimestral dels
quals al llarg d'un any és de dg-i),i =1,2, y=1,...,4. La capacitat de produccié del
producte 7 al trimestre j és de ugi), el cost de produir una unitat és de ng‘), iel cost
d‘emmagatzemar una unitat de producte del trimestre j al j+1 és de hg-i). La Fig. 2.1
mostra la xarxa associada al problema que estem tractant. Els dos nodes s(¥ sén els
centres productors, mentre que t(¥) sén els centres de consum. Els nodes j,j =1,...,4
representen el magatzem al llarg dels quatre trimestres del nostre periode d’estudi
(un any en aquest cas). Els arcs (s, j) només poden transportar un(i}:)ats de I'article

1, i llavors es té que la capacitat de les variables (8(1), j)(l) sera w; 1 el seu cost

cg-l) (imposem que no es pugui transportar res de I'article 2 fent que la capacitat de
les variables (s, 7)) sigui 0). De forma analoga, els arcs (s(?), ) només poden
transportar unitats de l'article 2. Per satisfer la demanda tenim els arcs (7, s(?)), que
també només poden subministrar unitats de ’article ¢, amb cost 0 i capacitat dg-i).
Finalment, els arcs (j, 7+ 1) si que comparteixen els dos articles, i representen el total
dels dos productes que s’emmagatzema d’un trimestre per a ’altre. El cost d’aquest
arcs és hg-i), i la seva capacitat és M. El problema consisteix en trobar la distribucio
optima dels productes, sabent quan produir i quan emmagatzemar per tal de satisfer
la demanda, tenint en compte els costos de produccié i d’emmagatzemament. Aquest
problema pot ser clarament ampliat, considerant un més gran nombre d’articles i
intervals de temps, aixi com considerant d’altres costos, com per exemple, costos de
transport entre els centres de produccio i magatzem, i magatzem i centres de consum.
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Des de I'aparicié de ’algorisme del simplex, desenvolupat el 1947 per George Dantzig,
aquest va ser objecte de diferents especialitzacions per resoldre problemes de fluxos en
xarxes. La literatura sobre els metodes de fluxos en xarxes és molt amplia, i en aquest
capitol només ens centrarem en aquelles tecniques especifiques dels fluxos multiarticle.
El lector interessat en técniques de caracter general pot consultar els textes [2,49], que
representen una molt bona introduccié als problemes de fluxos en xarxes.

Per tal de realitzar una exposicié sobre els antecedents que hi ha dins d’aquest camp,
es realitzara una clara distincié entre els problemes de fluxos multiarticle lineals i els no
lineals. Aquesta divisié va lligada al fet de que les tecniques emprades per resoldre un
tipus i I'altre de problemes difereixen substancialment, i, fins i tot, en alguns casos només
han estat aplicades amb exit al cas lineal. De fet és en aquest tipus de problemes on
I’activitat de recerca ha estat més intensa per part de la comunitat cientifica, i aixo queda
reflectit en la quantitat de técniques existents per a fluxos multiarticle lineals, mentre
que per al cas no lineal escasament es troben intents d’abordar el problema. Aquest fet
té una doble explicacié. En primer lloc, el guany que s’obté en 'especialitzacié per a
fluxos multiarticle lineals és superior a I’obtingut per a problemes no lineals, per la propia
naturalesa dels metodes numerics emprats. En segon lloc, el cost d’abordar problemes no
lineals és superior al dels problemes lineals. Tots dos fets fan decantar la balanca de forma
favorable als fluxos lineals multiarticle, i aixo pot ser facilment comprovat a 1’exposicié
sobre els antecedents en aquest camp que es fara més endavant.

Cal també destacar que no es coneix cap intent previ de combinar tecniques de fluxos
multiarticle i tecniques per a fluxos amb constriccions a banda. En aquest capitol, per
tant, solament es fara referencia a les tecniques que s’han desenvolupat per tractar els
dos problemes de forma separada, amb especial emfasi per a les que tracten problemes
multiarticle, i de forma breu per a les aplicades a constriccions a banda.

3.1 Fluxos lineals multiarticle.

Els primers intents de solucionar problemes de fluxos multiarticle (lineals) apareixen
ja documentats el 1958 [27]. A partir d’aquest moment diverses técniques i metodologies
han estat proposades per solucionar aquest problema o variants del mateix. Aquestes po-
den ser agrupades en dos grans blocs: les que podrien ser considerades tecniques derivades
de metodes classics, i les derivades de metodes de punt interior. Per tecniques classiques
entendrem totes aquelles associades al metode del simplex (amb les seves variants i espe-
cialitzacions per a programacié lineal). Les tecniques de punt interior queda clar que sén

13
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aquelles directa o indirectament derivades de 'algorisme de Karmarkar [44] aparegut el
1984. Des d’aquest punt de vista, es podria dir que considerarem com tecniques classiques
totes aquelles que no segueixen la metodologia dels metodes de punt interior. Aquesta di-
visié pot considerar-se, certament, arbitraria. Tanmateix, ha estat considerada oportuna,
donat que correspon als dos enfocs que han estat considerats en aquest treball. A banda
d’aquestes dues clares divisions, s’afegeix un darrer grup de metodologies, de caracter més
recent, de les quals es tenen alguns resultats de caracter teoric, tot i que encara esta per
veure la seva eficiencia en implementacions de caracter practic.

3.1.1 Metodes classics.

Tres sén els metodes desenvolupats per solucionar problemes de fluxos multiarticle que
podrien qualificar-se com classics: descomposicié dictada per preus, descomposicié dictada
per recursos i particionament primal.

3.1.1.1 Descomposicié dictada per preus.

El primer dels tres metodes consisteix en 'aplicacié de 'anomenada descomposicid
de Dantzig-Wolfe [21,53] al problema de fluxos lineals multiarticle. En aquest metode el
problema original es divideix en un problema mestre i k problemes (un per article) de cost
minim en xarxes uniarticle. Definint els conjunts convexos

AD = {20 Az =p@ 0 <@ <7DV j=1,.. Kk (3.1)

qualsevol flux z(¥) solucié de (2.2) i (2.3) pot ser escrit com
(i) _ (4) y (9)
2 =3 TG (32)
j

( (

on x(;)) representen els punts extrems de A, i )\(

)\8)) > 013, )\8)) = 1). D’aquesta forma el problema (FML) formulat a (2.1-2.4) pot

ser escrit en funcié de les variables )\8)) de forma:

. (1) ,.(1) y (9)
min e Aj)

j)) els coeficients convexos associats (on

YU Ve B
subj.a ZZ‘EZ)))\EZ)) < bem
7 (3.3)
(i) _
Zﬂm—l}i_l y
o =1,...,
2.2 20

El problema mestre correspon a (3.3), i els costos reduits d’aquest problema sén usats per
definir la funcié objectiu dels k£ problemes de cost minim en xarxes uniarticle definits per
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(3.1). Per a una descripcions més acurada sobre aquesta metodologia [2,47,49,61] poden
ser consultats.

Ford i Fulkerson [27] van ser els primers que van descriure i aplicar la metodologia
anterior als problemes de fluxos multiarticle. En aquest article presenten una tecnica de
generacio de columnes a una formulacié arc-cami del problema del flux maxim multiarticle.
Aquest treball va ser, de fet, I'inspirador del posterior metode de Dantzig-Wolfe [21].
Tomlin [75] va estendre la idea de Ford i Fulkerson per a problemes multiarticle de cost
minim, i la va aplicar a una formulacié arc-node, mostrant que aquesta era equivalent a
la formulacié arc-cami. El mateix Tomlin va realitzar la primera implementacié que usava
aquesta tecnica, pero relaxava els k subproblemes eliminant els limits de capacitat dels
arcs. Després d’aquesta van apareixer d’altres implementacions. Una de les darreres va
ser desenvolupada per Ali, Kennington i Helgason, i la seva eficiencia és estudiada a [3].

3.1.1.2 Descomposicio dictada per recursos.

Al metode de la descomposicié dictada per preus es descomposava el problema original
en k subproblemes atenent als preus (o costos) de les constriccions de capacitat mutua del
problema original. A la descomposicié dictada per recursos, com indica el seu nom, també
s’aconsegueix descomposar el problema original, pero ara distribuint la capacitat muitua
de cada arc pels k articles individuals, de forma que solucionant els k subproblemes s’obté
un flux solucié pel problema acoblat. En aquest cas el problema consisteix en trobar la
distribuci6é optima de la capacitat mutua (és a dir, la distribucié optima de recursos) de
forma que la solucié dels k subproblemes ens proporcioni I’0ptim del problema multiarticle.
Aquesta aproximaci6 va ser suggerida inicialment per Robacker [70].

La formulacié original del problema (FML) pot ser llavors reescrita com:

k
min g (2D
:c(l),,..,:c<k> i—1

e

; () = p®
subj. a Az . b | P=1.. .k (3.4)
0<z® <p@®

k
> r® < by,
=1

essent (Y € IR™ el vector de recursos permesos als fluxos dels arcs de larticle i. El
problema (3.4) és equivalent al problema (FML), pero el conjunt de variables ha estat
ampliat i ara consta de (z,r), on x denota els fluxos i r els recursos. La soluci6 del problema
s’obté tractant de forma seqiiencial els dos grups de variables, en comptes de solucionar-lo
conjuntament per a x i . Primer fixem els recursos r, i després trobem els fluxos optims
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associats (solucionant k subproblemes de cost minim en xarxes uniarticle amb capacitat).
Aix0 equival a solucionar:

k
k zi(rD) =" min E D@
: 2 gk 4
min E i=1
r) (k)

=t subj. a Az = p(@®) _
i1=1,...,k
0< 20 < p® (3.5)

k
subj. a ZT(i) < bem
i—1

0<r®@<z® =1,k

La funcié objectiu de (3.5) és clarament no diferenciable, i per tal de solucionar el problema
s’han proposat diverses tecniques. Entre aquestes cal destacar el metode de ’aproximacio
tangencial (implementat per Swoveland a [73]) i l'aplicacié de técniques d’optimitzaci6
subgradient (proposades per Held, Wolfe i Crowder [40]). El metode de la descomposicié
dictada per recursos no s’ha mostrat com una alternativa molt eficient per a la resolucié
de problemes multiarticle, i aixo ha estat confirmat a [3].

3.1.1.3 Particionament primal.

El metode del particionament primal consisteix en una especialitzacié del metode del
simplex on la matriu basica és particionada per tal d’explotar ’estructura del problema
multiarticle. La motivacio és, doncs, retenir el maxim possible I'estructura de xarxa subja-
cent als problemes multiarticle. Aquesta tecnica va ser emprada ja el 1972 per Grigoriadis
i White [35] per solucionar el problema dual de (FML), i el 1975 per Kennington [46] per
solucionar el problema primal. El mateix Kennington va fer posteriorment una implemen-
tacié eficient d’aquesta tecnica [48]. Descripcions detallades sobre aquest metode poden
ser trobades a [2,47,49].

El metode del particionament primal ha estat escollit en aquest treball per ser ampliat
amb constriccions a banda i funcions no lineals, donat que és un dels que ha mostrat un
millor comportament en la solucié de problemes multiarticle. Aixo ja va ser observat per
Ali, Helgason i Kennington a [3], on es van comparar tres implementacions basades en la
descomposicié dictada per preus, la descomposicié dictada per recursos i un particionament
primal. Es va poder observar que els metodes de la descomposicié dictada per preus i el
particionament primal van tenir un millor comportament.

3.1.2 Metodes de punt interior.

Des de l'aparicié el 1984 d’un algorisme basat en transformacions projectives a [44]
per resoldre problemes de programacié lineal (anomenat també algorisme de Karmarkar),
es va iniciar una forta activitat de recerca dins del camp dels anomenats meétodes de
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punt interior. Aquests, a diferéncia del fins llavors majoritariament emprat algorisme del
simplex, arriben al punt optim a través de l'interior de la zona factible delimitada pel
conjunt de constriccions, en comptes de bellugar-se per la frontera com ho feien els iterats
obtinguts amb el simplex. L’algorisme de les transformacions projectives, pero, va ser
precedit per l'algorisme de I'ellipsoid [51], també de complexitat polinomica, encara que
mai va ser un competidor del simplex des del punt de vista practic. Des d’aquell article
inicial d’en Karmarkar nous metodes van apareixer, entre ells els anomenats d’escalat afi,
on la transformacié projectiva de ’algorisme de Karmarkar era substituida per una trans-
formaci6 afi [6,55,76,81]. De fet aquests metodes ja daten del 1967, any en que Dikin va
presentar un metode de punt interior per solucionar problemes lineals i quadratics [24].
Posteriorment van apareixer els anomenats metodes primal-dual [56,57], basats en la subs-
titucié de les constriccions de no-negativitat de les variables per una barrera logarismica
[83]. Els metodes de punt interior han guanyat un ampli reconeixement com a procedi-
ment d’optimitzacié per a problemes lineals en els darrers anys, i s’han mostrat forca més
eficients que ’algorisme del simplex [1,45,79]. Per tenir una visié general sobre els diversos
metodes de punt interior existents poden consultar-se [5], com a texte introductori, i [80],
on es fa una comparacié del rendiment de diversos algorismes.

En vista dels resultats exitosos obtinguts amb els metodes de punt interior per a pro-
blemes de programacié lineal general, aquests no van trigar en ser adaptats per solucionar
problemes de fluxos en xarxes de grans dimensions. Els primers treballs daten del 1993 i
van ser desenvolupats per Resende i Veiga [68,69]. En aquests s’usava I’anomenat metode
de l'escalat afi dual. Per tal d’agilitzar la convergencia de 'algorisme s’usava un criteri
d’acabament per detectar el punt 0ptim un cop ens trobavem en un entorn d’ell [67]. Amb
posterioritat es va assajar amb exit 'aplicacié d’un metode primal-dual a problemes de
fluxos [65]. Una descripcié detallada sobre aquests metodes pot ser trobada a [66].

Pel que fa als fluxos multiarticle, diversos autors han presentat metodes teoricament
eficients, com ara Kapoor i Vaidya [43], que presenten resultats sobre la complexitat d’un
algorisme per solucionar problemes multiarticle. Amb posterioritat Choi i Goldfarb adap-
ten un metode primal-dual per tal d’aprofitar 1’estructura de certs tipus de problemes [19],
i, en particular, I'apliquen a la solucié de problemes multiarticle [18]. En aquests dos ca-
S0s, pero, no es presenta cap tipus de resultat computacional. Aquests si que soén, pero,
presentats a [42], on s’especialitza un metode d’escalat aff dual a la solucié de problemes
multiarticle. Més recentment a [17] s’aplica amb exit un metode primal-dual a la solucié
de problemes multiarticle.

3.1.3 Altres metodes.

Tal i com ja es va dir anteriorment, a part dels metodes classics i els de punt interior,
hi ha un seguit de metodes addicionals que han estat aplicats a la resolucié de problemes
multiarticle. Entre aquests destacarem tnicament dos. El primer consisteix en 1’aplicacié
de tecniques de relaxacié lagrangiana a problemes de fluxos multiarticle [2]. En aquest
cas, les constriccions de capacitat mutua sén passades a la funcié objectiu afegint els
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corresponents multiplicadors. D’aquesta forma s’aconsegueix desacoblar el problema pel
que fa a les constriccions. El segon metode és presentat a [52], on es soluciona de forma
aproximada el problema del flux concurrent, la solucié del qual proporciona punts factibles
del problema (FML). Cal indicar que tant en aquest metode com en el de la relaxacié
lagrangiana no s’obtenen solucions exactes, sind aproximades.

3.2 Fluxos no lineals multiarticle.

A diferencia del cas lineal, on han estat suggerides diverses tecniques i algorismes, per
solucionar problemes multiarticle no lineals hi ha una manca prou palpable tant de metodes
com d’implementacions. Aquest fet, pero, no és exclusiu dels fluxos multiarticle, i es pot
fer extensiu als problemes de fluxos generals. Entre els articles que tracten problemes
de fluxos no lineals es pot destacar el treball de Toint i Tuyttens [74], on es combinen
tecniques de fluxos amb el metode de Murtagh i Saunders [58] per a problemes de gran
escala.

Pel que fa als fluxos multiarticle no lineals, es va intentar aplicar amb poc exit una
especialitzacié no lineal del metode de la descomposicié dictada per preus [61,63]. En
aquest cas, de nou, s’usa el metode de Murtagh i Saunders. Amb posterioritat es va
desenvolupar una versié no lineal del metode del particionament primal [13,15,16]. En
aquest cas els resultats obtinguts van ser satisfactoris. Val a dir que, tot i que en aquests
treballs es va emprar el metode de Murtagh i Saunders, es podria haver emprat qualsevol
altre metode per a programacié no lineal [30].

3.3 Fluxos amb constriccions a banda.

En aquest treball, com ja s’ha esmentat, s’ha aplicat la tecnica del particionament
primal a la resolucié de problemes multiarticle amb constriccions a banda. La tecnica del
particionament primal, pero, ja ha estat utilitzada per separat al cas multiarticle i al de
constriccions a banda, tal i com es presenta a [49]. Aplicant aquesta técnica a la solucié
de problemes amb constriccions a banda s’han obtingut diverses implementacions, com les
presentades a [37,50]. Tot aix0 pel que fa al cas lineal. Pel cas no lineal, a [38] es presenta
un algorisme on s’aplica el metode de Murtagh i Saunders a la solucié de problemes de
fluxos amb constriccions a banda.



Capitol 4

Fluxos lineals multiarticle per particionament
primal.

Al capitol 2 es va realitzar la formulacié dels problemes (FMLCB) i (FMNCB).
En aquest es presentara la metodologia a seguir per solucionar el problema amb la funcié
objectiu lineal. El tractament del cas no lineal sera l'objecte d’estudi del segiient capitol.
De fet, tots dos capitols podrien haver estat agrupats en un de sol on es fes la descripcié
global del metode per al cas lineal i no lineal. Tanmateix, s’ha preferit fer aquesta sepa-
racié per clarificar ’explicacié. El material presentat en ambdds capitols ha estat descrit
parcialment en altres treballs de 'autor [10,13,14,15].

De totes les aproximacions presentades al capitol 3 per solucionar el problema (FML),
la tecnica del particionament primal es va destacar com una de les més eficients. Aquest fet,
junt amb el de permetre un aprofitament del mateix particionament en el cas de disposar
de constriccions addicionals del tipus (2.7), fa que aquesta metodologia hagi estat escollida
per desenvolupar un algorisme per solucionar problemes multiarticle amb constriccions a
banda. Passem tot seguit a detallar-lo.

4.1 Metode del particionament primal.

El metode del particionament primal va ser originalment formulat per tractar pro-
blemes sense les constriccions a banda (2.7). En aquest apartat es detallara I’adaptaci6
del meétode per tal de solucionar el problema ampliat (FMLCB), el qual representa una
extensié del metode original desenvolupat a [49]. En primer lloc es mostrara 'estructura
del problema, tot detallant el particionament de la matriu basica, per passar a continuacio
a justificar I'is de I’anomenada matriu de treball.

4.1.1 Estructura del problema.

Tenint en compte 'estructura matricial de les constriccions del problema (FMLCB),
presentada a (2.12), pot observar-se que cada flux j) (és a dir, el flux de l'arc j de
larticle i, exceptuant 'arc arrel d’aquesta consideracid) té una columna associada A
dins la matriu A definida a (2.11) amb les segiients components no nulles:

v w J
1 1 1 t
~ (3) R I | R | Qi ... 0
(A7) = [ ———— —— NCAR— (4.1)
Xarxa Capacitat Mitua Constriccions a Banda
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on v i w identifiquen el node origen i node desti de 'arc j. Pot observar-se com cada
arc intervé en tres tipus de constriccions clarament diferenciades: constriccions de xarxa,
constriccions de capacitat mutua, i constriccions a banda. Les constriccions de xarxa sén
d’igualtat, i per tant sempre estaran actives. Per la seva, les constriccions de capacitat
mutua (n’hi ha una per cada arc de la xarxa) sén de desigualtat, i per a alguns arcs estaran
actives (esdevenint aleshores arcs saturats) i per a altres no. Les constriccions a banda
poden ser d’igualtat i de desigualtat, i de nou poden estar actives o no. Cal esmentar que els
dos primers tipus de constriccions (de xarxa i capacitat mutua) sén independents respecte
Particle i (només sabent que es tracta de l'arc j podem determinar la seva estructura),
mentre que les constriccions a banda si depenen de ’arc i de ’article en qiiestio. Per tal
d’idenficar els conjunts de constriccions actives, introduirem els segiients conceptes:

e |C|: cardinalitat del conjunt qualsevol C.

e A.,,: conjunt de constriccions de capacitat mutua actives al punt actual. Es verifica

sempre que 0 < |Aem| < n.

e A.: conjunt de constriccions a banda actives al punt actual. Es verifica sempre que

0 < |Aw| <.

e A: conjunt de constriccions de capacitat mutua i a banda actives (A = A, U Awp),
on 0 <|A| <n+t.

Si usem el metode del simplex com a procediment de resolucié del nostre problema
d’optimitzacié, haurem de descomposar la nostra matriu de constriccions A de forma
A= [B |N }, essent B € R™*™ la matriu amb les variables basiques, i N € R™* (=7 1
matriu de les variables no basiques. La segiient proposicié ens mostra la forma en que pot
ser escrita tota matriu basica B al metode del particionament primal.

Proposicio 4.1.
Tota base B de A pot ser escrita de la forma segiient

BM RO tm
B = B(k) R Ym (4.2)
1 k 1 k
PP PP PY | P }HA|
SOl s s s 1 |y -] A
v . v \ ~~ 4
m m n+t

on B ¢ R™*™ sén bases de la matriu de xarxa A (és a dir, sén arbres d’expansié
minima), i les matrius Pl(; ), PI(%Z ), Sg) i Sz(?f) son una particié de les constriccions de capacitat
mutua i a banda (les matriu P estan associades a constriccions actives i les S a constriccions
inactives).
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Demostracio.
Si B és una base per a A aleshores sera una matriu quadrada de dimensié km+n-+t,
i tindra una estructura com ara:

17480 tm

B = )
v (k) tm
X0 X®E W Intt

El rang de cada V(® no pot ser menor que m, ja que si ho fos hi hauria files de V() que
serien combinacio lineal unes d’altres, amb el qual B no podria ser base. Per tant tenim
que podem escriure cada V() com V(@) = [B(i)|R(i)], essent B quadrada i de rang m
(per tant, una base per a la matriu de xarxa A), i on la part R®) pot ser buida. Aplicant
aquesta reordenacié de columnes a les matrius X, i considerant una altra reordenacié
de files en funcié de tenir constriccions actives o no, directament obtenim que B pot ser
escrita tal i com es mostra a (4.2).
|
Els arcs que apareixen dins les matrius B(® els anomenarem arcs basics , mentre que
els que formen part de les matrius R seran referits com a arcs complementaris. Si ara
denotem les submatrius de (4.2) de la forma segiient:

BM R
Ll — c . . Rl — .
k k
Bk Rk) (4.3)
Ly=| Py | ... | PY Ry=|pPL | ... | PP
Ly=[ sy | ... |sW Ry=|s0 | ... | s
podem escriure B com segueix:
L1 R1 0 }77,1
B = Lo Ry 0 }n2 (4.4)
L3 Rg 1 }7’1,3

—~— ~— ~~
n1 Nno ns
essent n1= km, no= | A, i ng= n+t—|A|. De forma breu podem descriure cada submatriu
tal com segueix:
e [, esta associada a les constriccions de xarxa i arcs dels k arbres d’expansié minima.
Cal fer notar que L; és una matriu quadrada (L; € IRF™**™),
e R, esta associada a les constriccions de xarxa i arcs complementaris dels k articles.
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e [ esta associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda actives, per als arcs
dels arbres d’expansié minima.

e R, esta associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda actives, per als
arcs complementaris. Cal fer notar que Ry és una matriu quadrada (Ry € IRIAAD,

e L3 esta associada a les constriccions de capacitat mitua i a banda inactives, per als
arcs dels arbres d’expansiéo minima.

e R3 esta associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda inactives, per als
arcs complementaris.

e 1 és la matriu identitat de dimensié n +t — |A], i esta associada a les folgues de les
constriccions de capacitat mitua i a banda inactives (cal indicar que les constriccions
quines folgues apareixen a la matriu 1 sén tractades com inactives, encara que els
valors de les folgues siguin zero).

Cal observar que aix0 és una extensié al cas de presencia de constriccions a banda de
la formulaci6 del particionament primal de Kennington i Helgason [49].

4.1.2 Motivacio de la matriu de treball.

Dins del procés d’optimitzacié del simplex a cada iteracio cal resoldre sistemes del tipus
Bx=b i u'!B=c!'. Tenint en compte la particié de la base presentada a (4.4) i considerant
una particié similar per als vector x, b, u i ¢, observem, tal com proposa [49], quines
operacions son necessaries per obtenir la solucié dels dos sistemes:

4.1.2.1 Calcul de Bx =b.

Aquest sistema pot ser escrit com:

Li | R |0 1 b
L2 R2 0 T2 | — b2
L3 R3 1 T3 b3

Multiplicant per blocs obtenim:

Lixy 4+ Rixo = by (4 5)

LQ(L‘l —+ RQI‘Q = bQ (4 6)

L3$1 + R3$2 +x3 = b3 (4 7)

Aillant z; de (4.5) obtenim x; = Ll_lbl — Ll_lRlxg. Substituint aquest valor a (4.6)

obtenim LgLflbl — LQLflRla:g + Roxg = by. Alllant el valor de z, trobem la seva
expressio:

To = (R2 — Lng_lRl)_l(bQ — Lng_lxl) (48)

Coneixent x4 el calcul de z; és directament:

1 = Ll_lbl — Ll_lRl.']?Q (49)
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Pel que fa a x3, un cop coneguts x1 i xs, directament fem:
Ir3 = bg — Lgl'l — Rgl’g (410)

Calculant consecutivament (4.8), (4.9) i (4.10)) obtenim la solucié del sistema.

4.1.2.2 Calcul de u!'B = (.

El sistema pot ser escrit com:

Li | R |0
UuUp | Uz | U3z L2 RQ 0= C1 | C2 | C3
Ls | Rs |1
Multiplicant per blocs obtenim:
u’iLl + ung + ung = Ci (4.11)
ub = cf (4.13)

El valor ug es troba directament a partir de (4.10). Aillant u; de (4.11) obtenim
ul = (¢t —ubLs —ubLy)LTt (4.14)
Usant (4.14) i (4.13) a (4.12) obtenim:

(ch —chLs —ubLo) LT Ry + ubRy + cbR3 = ¢}
(¢} — A L3) L7 Ry +ub(Ry — Lo L7 ' Ry) = ¢ — c4R3
((ch — c4Rs) — (c} — L) LT "R1)(Ra — LoLT 'Ry) ™! = uf (4.15)

Resolent consecutivament (4.13), (4.15) i (4.14) obtenim la solucié del sistema.

4.1.2.3 Invertibilitat de Q.

Com es pot observar als dos subapartats anteriors, per tal de trobar la solucié als
sistemes plantejats només cal invertir la submatriu L; i una matriu I'expressio de la qual
és Ry — Lng_lRl. Aquesta matriu sera anomenada la matriu de treball i la denotarem
per Q:

Q =Ry — LyL{'R; (4.16)

Cal indicar que el fet d’haver d’invertir L1 no suposa cap problema donat que, tal i com va
ser definida a (4.3), aquesta és una matriu diagonal per blocs, on cada bloc representa un
arbre d’expansié minima. Com és ben sabut les solucions a sistemes d’aquest tipus poden
ser trobades de forma immediata tenint en compte només 'estructura de l’arbre [9,49]. Pel
que fa a @, pero, cal poder garantir la seva invertibilitat. Aquest fet ens ve assegurat per
la segiient proposicio.
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Proposicio 4.2.

Considerem una matriu B tal i com es defineix a (4.4). Si det(Lq) # 01 det(B) # 0
aleshores det(Ry — Lng_lRl) # 0. Observem que les dues hipotesis es verifiquen al nostre
cas: det(B) # 0 donat que és una base del nostre problema, i det(L;) # 0 donat que té k
bases (situades en blocs diagonals) per a la matriu A de xarxa.

Demostracio.
Considerem les matrius T} i T5 definides de forma:

1| -L7'Ry 1
T = 1 i Ty = 1
1 LsL7'Ry — Rz | 1

Clarament det(77) = det(T%) = 1. Si ara postmultipliquem B per T} i T tenim que:

BT'\'T» =| Ly | Ry — LyL7 'Ry
Ls 1

Llavors det(BT1T3) = det(B) det(T1) det(13) = det(B) # 0. Perd det(BT171») # 0 implica
que B té rang complet, el qual a la seva vegada implica que Ry — L2L1_1R1 ha de tenir
rang complet i per tant det(Ry — Lo LT 'Ry) # 0.
|
Per tant, un cop hem vist que @) és invertible, només resta tenir un tractament eficient
d’aquesta matriu per tal de tenir solventat el calcul dels dos sistemes anteriors, que és la
part més costosa de tot el procés d’optimitzacié al cas lineal, i forca rellevant a la no
lineal. En aquest sentit dos sén els punts basics necessaris: tenir un procediment eficient
de calcular la matriu ) i tenir una forma —igualment eficient— d’actualitzar-la per no
haver d’invertir-la a cada iteracié. Donat que la dimensié de la matriu () és, en general,
forca menor que la de tota la base B, el fet de treballar amb la matriu de treball ens
millora considerablement ’eficiencia del metode.
Les seccions segiients tractaran els dos punts clau en treballar amb la matriu @): com
calcular-la (de forma eficient) i com actualitzar-la (també de forma eficient).

4.2 Calcul eficient de la matriu de treball.

Tenint en compte I'expressié de ) presentada a (4.16), i les dimensions de les subma-
trius que composen B a (4.4), si denotem per dim la dimensié d’una matriu, directament
s’obté:

dim(Q) = dim(Ry — Ly Ly "Ry)
dim(Q) = (JA| x |A]) = (JA] x Km)(Km x Km)(Km x |Al|)
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dim(Q) = (JA[ x [A]) — (JA] x [A])
dim(Q) = (JA] x |A])

Analogament a com ocorre amb Ry, les files de @) es troben associades a les constriccions (a

banda i capacitat mutua) actives (\A), mentre que les seves columnes es troben associades
amb els arcs complementaris. Agrupant les files associades amb constriccions a banda
actives per una banda i les files associades amb constriccions de capacitat mutua actives
per una altra, podem considerar la matriu ) dividida en dos submatrius, tal com ara
Q = [%CC’:], essent (Q.,, la submatriu les files de la qual estan associades a constriccions

€ Aem 1 Qcp la submatriu les files de la qual estan associades a constriccions € A, (on
dim(Qem) = [Aem| X |A] 1 dim(Qwp) = |Aep| X |A]). Cal tenir en compte que aquesta
divisi6 que s’ha fet a la matriu ) pot ser aplicada a la matriu Ry i la matriu Lo (ja que
les seves files estan associades amb constriccions actives). Per tant, bé podriem escriure el
calcul de ) com

Qcm R2 L2 -1
Q:[ ]:[ cm]_[ cm}L R 4.17
ch chb L2Cb 1 ! ( )
Cal observar que el terme L1_1R1 no depen per a res del tipus de constriccio activa
associat amb les files de (). Cada columna Ri;, j = 1,...,|A| ens indica la connexi6

de larc complementari j dins de I’arbre d’expansié minima que li pertoca (en funcié de
I'article i associat a I’arc complementari j); és a dir la columna R;; només té un +1 i
un —1 a les posicions v i w, essent v el node origen de 'arc j i w el node desti. Donada
Iestructura particular de Ry i L1, solucionar Ll_lle per a ’arc j concret que pertany a
I’article ¢ és equivalent a solucionar B (i)_lle essent B() 1'arbre d’expansié minima de
I’article 7. La soluci6 és B(i)*lle =V;,onVj, Il =1,...,m (essent m el nombre de
nodes) s’obté directament com:

((+1: sil’arc de ’arbre que hi ha per sobre del node [

apareix en el cicle de ’arc j dins I’arbre, i apunta

v, cap al node desti de l'arc j.

= —1: sil’arc de I’arbre que hi ha per sobre del node [ (4.18)
apareix en el cicle de ’arc j dins ’arbre, i apunta

cap al node origen de l'arc j.

(0 : en cas contrari.

Per tant, solucionar LflRl és equivalent a tenir els arcs que formen els cicles (que deno-
tarem per P;, j =1,...,|A|) de cada arc complementari j dins I’arbre d’expansié minima
que li pertoca. Donat un arc a € P; direm que a té orientacié normal si apunta al node
origen de l’arc complementari j; en cas contrari, direm que a té orientacié inversa (dit
d’una altra forma, 'arc a € P; té orientacio normal si V; = —1, essent [ el node de la
xarxa que té per sobre seu l'arc a de I'arbre; si Vj, = +1 l'arc a tindra orientacio inversa).

Un cop ja tenim calculat el terme Ll_lRl cal veure com calcular les submatrius Q¢
i Qqp. Aixo es veura als dos punts que segueixen.
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4.2.1 Calcul de Q.,,.

La seglient proposicié presenta un procediment de calcul de la submatriu Q..

Proposicio 4.3.
Si denotem per:

e a; larc associat amb la j-eéssima columna de @, j =1,...,|Al.
e cm; la constriccié de capacitat mutua associada amb la i-éssima fila de Q, 7 =
1,...,]Aem| (donat que hi ha una constriccié de capacitat mitua per cada arc de

la xarxa podem tractar indistintament el valor ¢m; com referent a un arc o com
referent a la constricci6é de capacitat mutua associada a aquest arc).
Llavors podem calcular la matriu @).,, directament fent:

+1, sia; =cm;

Qij ) +1, sicm; € Pj amb orientacié normal
i:‘l,i“’lJTjtTl ") =1, sicem; € P; amb orientacié inversa
Jj=1,...

T 0, altrament

Demostracio.
Recordem que l'expressié de la matriu Q.,, és

Qcm = R2cm - LZCle_lRl

Aix{i mateix cal tenir present 'aspecte de la fila i-essima de Lo (que anomenarem Lgcm):
és un vector que només te k 1’s a les columnes associades amb els arcs cm; de cada article
del conjunt I d’articles, i a la resta 0’s. Considerem tots els casos possibles (obviem afegir
el subindex ., a les matrius per simplificar la notacié):
i) aj = em; . En aquest cas I’element Rp,; = +1. Per altra banda és clar que a; ¢ P; =
cm; ¢ Pj, i llavors (Lle_lRl)ij = L4V; = 0. Per tant Q;; = Ry, = +1.
ii) a; # cm; . En aquest cas I'element Ry, = 0. Cal llavors observar el valor del terme
—(LoLi'Ry)i; = —(L5V;). Podem considerar dos subcasos:
ii.a) em; ¢ P; . Clarament llavors el producte LyV; = 0, donat que l’arc ¢cm; no
apareix en el cicle de 'arc a;.

ii.b) em; € P; . En aquest cas I'arc em; si que apareix en el cicle de I'arc a;, per
tant Léj = 1. Si em; té orientacié normal a P; llavors I'element V;, = —1, i per tant
Qij = —(ng Vj,) = —(1 x —1) = 1. Si per contra c¢m,; té orientacié inversa a P; llavors
Pelement Vj; = 1, 1 per tant Q;; = —(L5,Vj,) = —(1 x 1) = —1, amb el qual tots els casos
queden tractats.

Algorismicament es pot descriure el procediment per calcular @).,, com segueix:
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Algorisme A4.1. Calcul de Q..

{ Inicialment Q;; =0,V 7,5 }
per j = 1 fins | A
o a; := arc_complementari_j
si a; € Ay, llavors
i:= index(a;,Acm)
Qiji=+1
si.no
P;:= calcular_cicle (a;)
per_tot a € P; fer
si a € A, llavors
i:= index(a,Acm,)
si té_orientacié_normal(a,P;) llavors

Qij:=+1

sino /* orientacié inversa */
Qiji=-1

fisi

fi_si
fi_per_tot
fi_si
fiper

4.2.2 Calcul de Q.

La seglient proposicié presenta un procediment de calcul de la submatriu Q.

Proposicio 4.4.
Si denotem per:
e a; l'arc associat amb la j-essima columna de @, j =1,...,|A|.
e cb; la constriccié a banda associada amb la i-éssima fila de Q, i = |Aem| +1,..., | Al
e B(a,n) una funcié logica que retorna cert si 'arc a apareix a la constriccié a banda
n, i fals altrament.
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® c,n €l coeficient de I'arc a dins la constriccié a banda n. Llavors podem calcular la
matriu Q. fent:

( Fer els segiients 4 passos:
1) Inicialitzar Q;; =0
2) si B(ay,cb;) llavors Qg = cq, ch

Qij o per tot a € P;, fer els segiients 2 passos
i:MCWf'Hf}i]"A' ") 3) siB(a,ch;) ia té orientacié normal llavors
J=4L

Qz’j = Qij + Ca,cb;
4) si B(a,cb;) i a té orientacié inversa llavors

L Qij = Qij — Ca,cb,

Demostracio.
Es pot comprovar (més aviat que demostrar) que la metodologia anterior és correcta
només observant ’expressié del calcul de Qqp:

Qe = Ro,, — Lo, L7' Ry
Llavors el terme chij és directament:

— % —1
QCbij - R2Cbij - 2ch1 le
_ ( .

QCbij — Rszij - QCbV]

(On Lécb representa la fila i-essima de Ly, i Ry, la columna j-essima de R;). El terme
Rgcbij sera 0 si B(a;,cb;) = fals, i en cas contrari R2cbij = Cq,,cb;>» amb el qual queden
justificats els passos 1) i 2). Els passos 3) i 4) aplicats repetidament per a tot a € P; no
reflecteixen més que el producte escalar —Lécij, tenint en compte la definicié de V; a
(4.18), el concepte d’orientacié normal i inversa —preéviament exposat— i que

i L caen si B(ay,cb;) = cert
Zeny 0 si B(ay,cb;) = fals

|
La proposicié anterior ja presenta de forma algorismica el procés de construccié de la
matriu Q., pel qual no ens estendrem més sobre com implementar aquest calcul.

Fins aqui hem presentat la forma de calcular la matriu ). L’altre objectiu, 'actualitzacié
de la matriu de treball, sera ’objecte d’estudi de la segiient seccid.

4.3 Actualitzacio eficient de la matriu de treball.

Un cop es té formada la matriu ) cal poder resoldre els sistemes del tipus Qz = b
i 2'Q = bt. Cal tenir en compte que el nombre d’elements no-zero a @ en general sera
petit (s’ha pogut observar fent diversos assaigs que acostuma a ser < 10%). Per tant és
recomanable usar rutines que tractin amb matrius esparses. A més, els sistemes abans
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esmentats han de ser resolts a cada iteracié del procés d’optimitzacié. Per tant sembla
logic disposar d’un procediment per evitar calcular i fer la reinversié de () a cada iteracio.
Un procés similar al que aqui descriurem ja va ser presentat a [49]. Tanmateix la técnica
introduida en aquest treball considera dos principals modificacions respecte la metodologia
original [49]:

e incorpora constriccions a banda en la formulacié del problema.

e realitza una actualitacié de Q, en comptes de Q! tal i com es presentava a [49]. El
fet de que @ pugui modificar la seva dimensié d’una iteraci6 a una altra (com es veura
tot seguit), fa que actualitzar Q! sigui una operacié costosa si s’emmagatzema com
una matriu esparsa, donat que s’han d’afegir o eliminar files i/o columnes. Per altra
banda, no semba gaire apropiat emmagatzemar-la com una matriu densa, donada la
gran esparsitat d’aquesta matriu.

Abans de comencar, pero, descriurem les particularitats que ha de tenir el metode
d’actualitzacié de ). Per tal de fer aix0 descriurem els diferents tipus de pivotacié
que poden donar-se a la base B del metode del particionament primal durant el procés
d’optimitzacio.

4.3.1 Tipus de pivotacions.

Tant si estem minimitzant (o maximitzant) una funcié lineal o una de no lineal, els
procediments algorismics utilitzats impliquen pivotacions a la base (una variable basica és
reemplagada per una no-basica, en el cas de funcié lineal, o per una superbasica en el cas
de funcié no lineal, com es veura a seccions posteriors). Aixo implica que el conjunt A de
constriccions a banda i de capacitat mitua actives pot variar a cada iteracié (donat que
les variables de tipus folga associades a aquestes constriccions poden sortir de o entrar a
la base), i pot fer-ho tant pel que fa a quines constriccions hi ha actives com al nombre
d’elles. Aquest darrer fet (que el nombre de constriccions actives pugui variar d’una ite-
racié a una altra) implica que la dimensié de la nostra matriu @ no és fixa durant tot el
procés (recordem que dim(Q) = |A| x |A]). Llavors com a conseqiiéncia immediata d’aixo
tenim que el nostre mecanisme d’actualitzacié de ) ha de ser capag de tractar aquesta
dimensionalitat variable de la matriu de treball.

Segons el tipus de variable que entra i surt de la base tenim sis pivotacions diferents. A
continuacio descriurem breument com afecta cada tipus de pivotacié particular a la matriu
Q, segons els tipus de variable que entra o surt de la base.

1) Surt una folga o un arc complementari.

l.a) Entra: folga — Surt: folga. La fila de @) associada amb la folga que entra a la base és

eliminada i substituida per una nova fila associada a la folga que surt de la base. Es
modifica el conjunt A de constriccions actives, pero no la seva cardinalitat |A| (per
tant dim(Q)) no es modifica).
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1.b)

1.c)

1.d)

Entra: folga — Surt: arc complementari. La fila i columna de @) associades amb la

folga que entra i I’arc complementari que surt de la base, respectivament, son elimi-
nades. El conjunt A de constriccions actives es redueix en un element (degut a la
folga que entra a la base). Per tant hem d’actualitzar dim(Q) := dim(Q) — 1.

Entra: arc — Surt: folga. Una nova fila associada amb la folga que surt de la base
és afegida a (). Per tal de mantenir la no-singularitat de ) una nova columna per
a ’arc que entra —el qual esdevindra arc complementari— és també afegida a Q.
El conjunt A de constriccions actives és ampliat (amb la constriccié associada a la
folga que entra a la base) i per tant s’ha d’actualitzar dim(Q) := dim(Q) + 1.

Entra: arc — Surt: arc complementari. La columna de () associada a ’arc comple-
mentari que surt de la base és eliminada, i sera reemplacada per la columna associada
al nou arc que entra a la base (el qual esdevindra arc complementari). El conjunt A
no es modifica, i, per tant, dim(Q) tampoc.

2) Surt un arc del i-essim arbre d’expansio.

2.a)

2.b)

Entra: folga — Surt: arc del ¢-eéssim arbre. Un arc complementari del i-essim article,

per ex. el j-essim arc complementari, tenint 'arc que deixa la base en el seu cicle
P;, ha de ser buscat. Aquest j-essim arc complementari sempre existira (altrament
la matriu @ esdevindria singular) i llavors passara a formar part del i-éssim arbre
d’expansié de la base. La fila i columna de () associades a la folga que entra i
el j-essim arc que deixa de ser complementari sén eliminades. EIl conjunt A de
constriccions actives es redueix en un element (degut a la folga que entra a la base).
Per tant hem d’actualitzar dim(Q) := dim(Q) — 1.

Entra: arc — Surt: arc del i-essim arbre. Es busca un arc complementari del ¢-essim

article, per ex. el j-eéssim arc complementari, que tingui ’arc que deixa la base en
el seu cicle P;. Si aquest arc és trobat llavors reemplagara I’arc que surt de la base
en el i-essim arbre d’expansid, i I’arc que entra a la base esdevindra complementari.
Si cap arc complementari és trobat verificant ’abans dit, llavors ’arc que entra a la
base substituira ’arc que surt de la base dins del i-essim arbre. Un dels dos casos
anteriors ha de ser sempre possible per tal de preservar la no-singularitat de la matriu
Q. El conjunt A no es modifica, i, per tant, dim(Q) tampoc.

Es pot observar a la casuistica anterior com dels sis casos possibles de pivotacié, en

tres d’ells dim(Q) no es modifica, en dos dim(Q) disminueix en un, i en un cas la dimensi6
de (Q es veu incrementada en un.

4.3.2 Metode general.

En aquest subapartat descriurem la metodologia a seguir considerant una matriu

general M que pot incrementar o disminuir la seva dimensié en una fila o columna a cada

itera

ci6. Més endavant centrarem ’atencio en el cas particular de tractar-se de la matriu
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. Per aix0 introduirem el concepte de matriu estesa, i posteriorment veurem com fer la
seva actualitzacio.

4.3.2.1 Actualitzacions i recalculs.

El concepte d’actualitzacio i recalcul de la factoritzacié s’associa a processos iteratius
on cal solucionar a cada iteracié j un sistema d’equacions amb una matriu M;, de forma
que la matriu M; és funcié de I’anterior:

Mj = (M;_1)

(per ex., M; pot diferir només de M;_; en una filai/o columna). En aquest cas, en comptes
de factoritzar la nova matriu M, resulta convenient realitzar (sempre que sigui possible i
rentable) una actualitzacié ¢ r de la factoritzacié de M;_; de forma que:

Fact(M;) = Fact(y(M;-1)) = ¥r(Fact(M;-1))
Aplicant repeditament aquesta idea, podem escriure la factoritzacié de M; com

Fact(M;) = Yr (Vr (... (Yr(Mo)) . ..)) = ¢} (Fact (Mo))

on zpfp significa I'aplicacié de j vegades la funcié d’actualitzacio ¢ g, i My és la matriu a la
iteracié zero.

Clarament, al procediment anterior teoricament només caldria realitzar una unica
factoritzacié a l'inici del procediment iteratiu. Aixo, pero, podria provocar problemes de
dos tipus. En primer lloc, caldria emmagatzemar tota la informacié necessaria per realitzar
les j actualitzacions ¢, i si j es fa molt gran es requeriria una gran quantitat d’espai de
memoria. En segon lloc, I'aplicacié d’un nombre excessiu de vegades de ¢ g podria provocar
errors de precisié numerica, amb el qual la factoritzacié que s’obtindria seria erronia. Per
evitar aquest problema el que s’acostuma a fer és recalcular la factoritzacié de M cada
cert nombre d’iteracions (per ex., cada v iteracions). Naturalment cal prendre un valor
de v suficientment “bo”: és a dir ni massa petit (siné estariem recalculant i factoritzant
la matriu M massa vegades) ni massa gran (per evitar possibles errors de precisié i un
emmagatzemament excessiu d’informaci6 per a les ¢p).

4.3.2.2 Matriu estesa.

Considerem que a la iteracié p del nostre procés d’optimitzacio recalculem la nostra
matriu general M), que té dimensié dim(M,) = n,, i que no sera recalculada de nou fins
passades v iterations (aixo és fins la iteracié p+v), on tindra dimensié dim(M,1,) = npty.
Si considerem, a més, que la dimensié de M pot incrementar-se a cada iteracié com a molt
en una fila i una columna (com és el cas de la matriu @), llavors directament tenim que
nj<n,+v,Vy p<j<p+v. Es a dir, la dimensié maxima de la matriu M; entre les
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iteracions p i p + v és n, + v. Llavors el metode proposat consisteix en treballar amb la
matriu estesa Mj a les iteracions j, p < j <p+v, on Mj es defineix com

n;
— n: (M; O
M. =" J 4.19

Les dimensions n; i [; de les matriu M i la identitat 1 satisfan n; +{; = n, + v, aixo és,
la matriu estesa Mj té en tot moment la maxima dimensié que pot assolir la matriu M;
entre les iteracions p i p + v.

Llavors l'estructura que s’anira mantenint actualitzada sera de fet la de les matrius
esteses Mj, tot i que ens interessi resoldre els sistemes Mj;x; = b; i mEM ;= bg-. De fet
aquest calcul és directe a partir de M i treballant amb 7; i b;, extensions de x; i b; de
forma que

nj [ x; nj [ b;
lj Oéj lj O

AT = T Mj 0 a:j . bj OéjZO
Mﬂj_bﬂ:}( 0 11) (aj>_(0><:>{Mﬁj=bj

Obviant les darreres [; components de Z; (és a dir, el terme «;) tenim directament x; que

Llavors:

era el valor desitjat. Aixi mateix, el cost pel que fa a temps de calcul no és pas més elevat,
i pel que fa a I’espai de memoria només cal emmagatzemar les [; darreres components dels
vectors Z; i bj. De forma analoga s’opera en resoldre :1:3 M; = bz-.

4.3.2.3 Actualitzacié de la matriu estesa.

Fins ara hem vist que, pel que fa a la resolucié dels sistemes desitjats, és indiferent
treballar amb la matriu M; que amb la matriu estesa Mj, amb ’avantatge de que la matriu
estesa té dimensi6 constant. A continuacié mostrarem com fer I’actualitzacié de M;;; en
funcié de M;. Abans, pero, introduirem el concepte de matriu eta. Una matriu eta és una
matriu que difereix de la matriu identitat en només una columna (matriu eta columna),
o en una fila (matriu eta fila). Per a més detalls sobre matrius eta pot consultar-se [53].
Aleshores pot comprovar-se que l'actualitzacié de M, a partir de M; pot fer-se en tots
els casos pre i post multiplicant la matriu M; amb matrius etes i de permutacié, sempre
i quan mantinguem l’estructura abans detallada de la matriu estesa com una “condicié
invariant” que cal preservar a cada iteracié. Considerem els casos segiients:

a) Canvia una fila de M; en passar a M.
En aquest cas dim(M;41) = dim(M;) & n; = njp1 , lj = lj41. Llavors simplement
cal premultiplicar per una matriu eta fila escaient, per ex. Ey, , i llavors M;1 = Ey, M;.



§4.3.2.3. Actualitzacié de la matriu estesa 33

Donat que el que ens interessa és actualitzar la matriu estesa MjH en realitat el que es
fa és
Mj=FEy M; (4.20)

(on Ej, és la matriu estesa de Ey, de forma analoga a com s’ha definit M a (4.19)).

b) Canvia una columna de M; en passar a M, .

Com al cas anterior dim(M;41) = dim(M;), i només cal afegir una matriu eta columna
escaient, per ex. E.., per postmultiplicar Mj, de forma que M1 = M;E,,. Directament
llavors tenim que

Mj41 = M,E,, (4.21)

c) Eliminem una fila i una columna de M; en passar a M.

En aquest cas clarament dim(Mj4,) = dim(M;) —1 & njp1 = n; — 1, Ly =
l; + 1. Considerem que volem eliminar la fila r i columna s de M;. EIl primer que es
fara és intercanviar la fila » amb la darrera fila de M; (és a dir amb la fila n;) i la
columna s amb la darrera columna de M; (que és la columna n;). Per tal d’intercanviar
les files premultiplicarem per una matriu de permutacié escaient que anomenarem Py, i
per intercanviar les columnes postmultiplicarem per una altra matriu de permutacié, que
denotarem per P.,. Llavors tindrem la matriu intermedia Mj = Py, Mchj. Cal observar
que la submatriu formada per les n; — 1 primeres files i columnes de M és la matriu M4
desitjada (bé, realment és “gairebé” la matriu M, desitjada, donat que les matrius de
permutacié Py, i P, ens han situat la fila n; de M; a la posicié r i la columna n; a la
posicié s, quan el que haurien d’haver fet és avangar una posicio totes les files compreses
entre la fila r i la fila n; i el mateix amb les columnes entre la s ila n;. El que succeeix és
que és més eficient en temps de calcul fer 'intercanvi aqui proposat que el desplacament
de files i columnes. Per tant considerarem com M, la submatriu quadrada de dimensi6
n; — 1 de Mj abans esmentada).

Si consideréssim ara la matriu estesa M j» la columna i fila n; de M ; (les originals fila
r i columna s de M;) formarien part de la zona on hauria d’apareixer la matriu identitat,
donat que aquesta és la condicié invariant que hem de preservar. Llavors de forma analoga
a com hem fet als casos a) i b) hem de pre i postmultiplicar ]\Z/j per matrius eta fila
(Ey,;) i eta columna (E,;) escaients per convertir les originals fila 7 i columna s en una
fila i columna de la matriu identitat. Si considerem tots els calculs ja amb matrius esteses
tenim finalment que
M4 = By, Py M, P, B, (4.22)

d) Afegim una fila i una columna de M, en passar a M.

En aquest cas njyi; = n; + 1. Sabent ’aspecte que té la matriu estesa Mj a la fila i
columna n; + 1 (sén una fila i columna de la matriu identitat) directament podem trobar
unes matrius eta fila Fy, i eta columna E,; escaients per tal de transformar aquestes fila
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i columna de la matriu identitat en la fila i columna noves a afegir a M, ;. Llavors tenim

que
Mj41 =E;M;E,, (4.23)

Pot observar-se com és d’important mantenir la condicié de que la matriu subdiagonal
dreta inferior de la matriu estesa que actualitzem hagi de ser igual a alguna cosa coneguda
i invariant (en aquest cas la matriu identitat), ja que si no seria imposible trobar Ey; i
E.; tals que multiplicades per “alguna cosa” —aquesta cosa és per a nosaltres coneguda
perque sabem que tenim una matriu identitat a la part subdiagonal de la matriu estesa—
donessin la fila i columnes desitjades.

De les equacions (4.20—4.23) es pot concloure que en tot moment podem actualitzar
M ;41 en funcié de M; de forma

M1 = G;M;F; (4.24)

estant formades G i F; per matrius etes als casos a), b) i d) previs, i per matrius etes i de
permutaci6 al cas ¢). De forma inductiva podem escriure Mj+1 = GjGj_lﬂj_le_le,
i aixi podriem continuar fins arribar al punt en que vam recalcular M, a la iteracié p.
Llavors podem escriure de forma general

Vi p<j<p+v M;=GM,F (4.25)

on

j=p
G=1[6-
=1

(4.26)
i=p
F =[] Foris
1=1
Llavors per tal de resoldre els sistema _j_] = Z_)J cal fer
M]fj - EJ
GM,Fz; = b;
M,Fz; =G 'b
v ’ (4.27)

MPZJ' = G_ll_)j , onz; = Ffj
Zj ZﬁglGill_)j

I finalment =; = F_lzj

El sistema f;ﬁj = 5; es resol de forma similar.

Es a dir, per tal de resoldre els sistemes desitjats cal invertir els productes de matrius
G i F' i tenir alguna forma de calcular sistemes amb la matriu Mp (que és el mateix que
calcular sistemes amb la matriu M,) calculada a la iteracié p. Pel que fa a les inverses
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de G i F, aquestes s6n directament calculables, donat que sén productes de matrius etes
i de permutacié que tenen inverses conegudes. De fet, des del punt de vista d’eficiencia
computacional, és preferible no emmagatzemar GG i F' com producte de matrius etes i de
permutacié, siné emmagatzemar directament G~ i F~! com producte de les inverses de
les matrius de permutacié i matrius etes (que continuen essent matrius de permutacié i
matrius etes). Per la seva banda, per tal de calcular sistemes amb la matriu M, només cal
reinvertir una vegada a la iteracié p aquesta matriu, i després s’usara la reinversio a cada
iteracié j, p<j<p—+v.

Es veu clarament com el fet de treballar amb la matriu estesa (de dimensié n, + v)
elimina els problemes d’una actualitzacié amb dimensié variable. Naturalment cal prendre
un valor de v —és a dir, cada quantes iteracions recalculem la matriu M— el suficientment
“bo”: és a dir ni massa petit (sind estariem recalculant i invertint la matriu M massa
vegades) ni massa gran (ja que llavors la dimensié de la matriu estesa seria gran i, a més,
augmentariem els possibles errors de precisié creats en afegir matrius etes i de permutacio a
cada iteracié). Un punt important és el fet de mantenir a la matriu estesa el bloc diagonal
de la part dreta inferior igual a la matriu identitat. Aquest condicié s’ha de considerar com
una “condicié invariant”, que s’ha de preservar en tot moment, i gracies a ella sabrem com
passar de M; a M,11. Es podria haver escollit una altra condicié invariant (per exemple,
mantenir no la matriu identitat siné una matriu diagonal de dosos) i tenint en compte aixo
tot funcionaria d’igual forma. Tanmateix s’ha escollit la matriu identitat perque simplifica
el procés d’actualitzacié.

4.3.3 Metode general aplicat a la matriu @ en particular.

En aquesta seccié es particularitzara la metodologia descrita a 'apartat anterior en el
cas concret de que la matriu a actualitzar sigui la matriu @@ del metode del particionament
primal. Es tractara 'actualitzacié de () per als sis casos possibles de pivotacié que s’han
descrit a §4.3.1. Es fara una divisi6 clara en la forma d’actualitzar segons abandonin la
base o bé una variable folga o arc complementari, o bé una variable pertanyent a un arbre
basic. Els dos tipus d’actualitzacié es tractaran en dos apartats diferents. Previament,
perd, introduirem uns conceptes previs comuns a ambdés tipus d’actualitzacions (una
descripcié alternativa d’aquests conceptes previs pot ser trobada a [49]).
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4.3.3.1 Conceptes previs.

Recordem que al metode del particionament primal la base a la iteracié qualsevol j

pot ser escrita com:

Considerem ara la matriu L; que definirem

Llavors el producte B} = B;L; és:

B =B;L; =| [,

On Y es defineix com:

Li | R | O
Bj =1 Lo Ry 0
Ly | Ry | 1
COoml:
1 LRy O
Li=| o 1 0
0 0 1
Li | Ry 0 1 LR Ly
R 0 0 1 =| L
2 2 Y}
L3 RS 1 0 0 L3
Ry — Ly LT 'Ry 0 Q; 0
Ry — L3Li 'Ry 1 D; | 1

(4.28)

Cal observar que la submatriu diagonal superior de Y} correspon exactament a la matriu
de treball @) del metode del particionament primal. Llavors actualitzar Q41 = ¢¥(Q;) es
redueix a actualitzar Y, 1 = ¢(Y;).

Cada pivotacié a la base B; implica un canvi de columna a la mateixa. Aquesta
operacié pot ser representada matricialment mitjancant un producte amb una matriu eta
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(o matriu de permutacié en el cas de que en comptes d’introduir una nova variable el que
fem sigui permutar dues columnes de la base actual; de totes formes tant en un cas com
a l’altre representarem sempre amb FE la matriu usada per fer ’actualitzacié, on F tant
pot ser una matriu eta com una de permutacié) de forma Bj;; = B;E —eliminem el
subindex ; de la matriu eta per simplificar la notacié—. Tenint en compte la definici6 de
B7 il'expressio d’actualitzacié de B; a base de matrius £, obtenim:

Bji1 = Bjyiljn
i1 = BiELjn
¥ —1

Directament de I’expressié (4.29) obtenim (fent la inversa de la part dreta i esquerra):

x 71 -1 -1 x1
De fet per als nostres proposits sera més 1til 'expressié amb la inversa (4.30) que 1’equaci6
(4.29). Per tal d’expressar 'equacié (4.30) de forma matricial simplificada, considerarem

les segiients particions de les matrius B} i L; :

Ly | 0 0
C; | 0 Lo
B =| L, v = on C;j=L; , F;j=
’ oY Ls
Ls
1 LR O
oy
Li=| o 1 0 |= on Vi=|lIR| 0
0 1
0 0 1

A T'expressié (4.30), perd, s6n necessaries les inverses de les matrius L;41 1 B}. A partir
del particionament anterior pot veure’s que les inverses anteriors poden expressar-se de

forma:
1 b -1 éj 0 ~ 1 r 1y —1
Lj—|—1: BJ* = on Cj:Cj 1 Fj:—FjCj }/j
0 1 F; |yt
J
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Per tant l’equacié (4.30) en forma matricial pot ser escrita com:

Cjr | O 1 =Vin 1V Gy | 0
= B! (4.31)
Fi |4 0o | 1 0o | 1 Fyo|v7!

A partir de 'expressi6 (4.31) es pot obtenir la formulacié per tal d’actualitzar Q. En
fer 'actualitzacié distingirem dos casos segons el tipus de variable que surt de la base, el
qual modifica substancialment 1’aspecte de la matriu E~! (encara no descrita amb molt
detall) que apareix a l’equacié (4.31). Presentem a continuacié els dos casos esmentats en
funcié de la variable que deixa la base. Caldra tenir present en tot moment, pero, que la

. . . = 0
matriu que actualitzarem realment sera: @Q; = (%J ]1>.

4.3.3.2 Surt de la base una folga o arc complementari.

Aquest és el primer dels casos descrit a §4.3.1, que alhora es subdivideix en quatre
casos més. En sortir una folga o un arc complementari de la base les submatrius Ly, Lo i
L3 resten intactes, i la matriu E' de ’equacié (4.31) per reflectir el canvi a la base i la seva
inversa sera de la forma:

A

1 E2 1 E2
E = B! = on By = —E,E;°

0 | E, o |E;!

Tenint en compte que la inversa d’una matriu eta també és una matriu eta, llavors la
matriu E~! ha de ser matriu eta, i per tant també ho seran les matrius Ey i E Len
particular. Substituint el valor de E~1 anterior a 1’equacié (4.31) obtenim:

Ciy1 | O 1 Vil | 1 | By 1 |V C; | o
Fio Y4 ! 0o | 1 0 |E;' o | 1 Fyo |yt
Cixi| O 1 Ey— Vi1 B! O+ Vi Ey vyl
Fi | Y4 0 E;! F} v,
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~

Cj_|_1 0 * *

A

Fi |Y © | B

(A T'expressié anterior els termes * serien els resultats obtinguts en fer el producte per
blocs, obviats aqui per no complicar la notacio i per ser del tot irrellevants per als nostres
proposits). Igualant per blocs directament s’obté:

Y i =E Y =Y = YE, (4.32)

Cal recordar que la columna (o vector) eta de F4 (I'inica que és diferent de 0 i necessaria
per fer 'actualitzacié) és un valor ja calculat préviament durant el procés d’optimitzacio.
Aquesta columna eta és de fet el vector P trobat en resoldre BP = N, essent B la base en
el moment actual i N una columna associada amb una variable no basica (en el cas lineal)
o superbasica (en el cas no lineal, com més tard es veura). A continuacié, i basant-nos
en l'equacié (4.32) per tal de fer actualitzacid, descriurem cadascun dels quatre subcasos
possibles que poden donar-se.

1.a) Entra: folga - Surt: folga.
La folga que entra a la base es trobava associada a una constriccié (a banda o de

capacitat mitua) saturada, i per tant, li corresponia una fila dins la matriu @);. Aquesta fila
sera substituida per una fila amb la constriccié (a banda o de capacitat muitua) associada
a la folga que surt de la base —és a dir, la constriccié associada a aquesta folga que surt de
la base es transforma en constriccié activa. Per tant I'operacié que fem és substituir una
fila de @; —sigui la fila r, Q7— per una fila de D; —sigui la fila s, Dj—, estant definida
D; alexpressié (4.28). La dimensi6 de la matriu @ no varia en aquest cas.

Recordant el dit al metode general per qualsevol matriu, en aquest cas només cal
premultiplicar la matriu ); per una matriu eta fila escaient. Per trobar aquesta matriu
eta fila, resolem en primer lloc el sistema
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1 ara la matriu eta fila sera:

1
Ef= filar — fila amb el wvector
1

1

L’actualitzacié de @;41 en funcié de @); queda en aquest subcas finalment com:

Qi1 = ErQ;

Recordem, pero, que el que realment hem d’actualitzar és la matriu estesa @j +1- Donat
que no hi ha hagut canvi de dimensio en la matriu de treball, en aquest cas directament
s’obté:

Qj+1 = Ey Qj
Pel que fa al cost computacional, en aquest subcas I'tinic calcul a fer és trobar el vector ~
de la matriu Ey.

1.b) Entra: folga - Surt: arc complementari. Les operacions que s’han de realitzar ara son:

() eliminar la fila r de @); associada a la folga que entra a la base i (i¢) eliminar la columna
s de (); associada l’arc complementari que surt de la base. En aquest cas la matriu de
treball disminueix en un la seva dimensié (n;1; = n; — 1). Aix0 implica que la part
de la matriu estesa @j 41 corresponent a la submatriu diagonal inferior amb la identitat
augmentara la seva dimensio en un (lj+1 =1+ 1). Per tant cal situar la fila r i columna s
a la part de la submatriu identitat, i posteriorment convertir-les en una fila i columna de
la identitat.

Per tal de realitzar ’abans dit, i seguint la metodologia general exposada a seccions
anteriors, premultiplicarem ); amb la matriu de permutacié Py (per intercanviar la fila r
in;), 1 postmultiplicarem amb la matriu P, per intercanviar les columnes s i n;. Obtenim
d’aquesta manera una matriu intermedia Qj+1 = PyQ;P.. Ara cal convertir la fila i
columna n; de QjH (les originals fila r i columna s) en una fila i columna de 1. Per fer
aix0 haurem de trobar unes matrius eta fila F; i eta columna F, que pre i postmultiplicaran

a Qjt1-
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Primer veiem com trobar E.. Si recordem la férmula (4.32) per tal d’actualitzar la
matriu Yjy; i expressem en forma de matrius per blocs tenim:

Qj 0 Qj 0 FEx 0
Y1 = E, =

D; | 1 D; | 1 Ee | 1

on hem particionat F, de forma escaient. Observem per tant com directament la submatriu
Es el que fa es transformar la columna original s de Y; que sortia de la base en una columna
identitat. Llavors directament tenim que la matriu E. desitjada és E. = E5 (i recordem
que Ej és ja una matriu coneguda, cosa que ens estalvia temps de calcul per trobar E.).
Per tal de trobar Ef operarem com al subcas (1.a). Llavors buscarem un vector v tal
que
Y(Qj+1Ec) = €n;

essent e, I'n;-essim vector de la matriu identitat. Amb aquest vector v formem llavors
directament la matriu E¢, amb + situat a la fila n;-essima.
Finalment 'actualitzacié en aquest subcas queda com:

Qj+1 = Ef@j+1Ec
Qj+1 = EpPrQjPeEe

Donat que hem d’actualitzar la matriu estesa, directament escrivim:

Qi1 = ErPrQ; P E.

Observem com !'tnic calcul necessari en aquest cas torna a ser trobar el vector v de la
matriu Ey.

1.c) Entra: arc - Surt: folga.
En aquest cas la matriu ();41 s’amplia amb una nova fila (associada a la constriccié

a banda o de capacitat mutua de la folga que surt a la base) i amb una nova columna
(associada a l’arc que entra a la base i que esdevindra arc complementari). Per tant en
aquest cas la dimensi6 n;41 de Q41 sera nj; 1 = n; + 1, i conseqiientment la submatriu
identitat diagonal inferior de @j 1 disminuira la seva dimensio respecte la iteracié anterior,
ésadir [ =1; — 1.

La nova fila a afegir a la nova ;41 sera una fila pertanyent a la submatriu D; de
(4.28). Considerem que sigui la fila s, Dj. Llavors ens interessa poder arribar a una
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expressio del tipus:

Qj+1 = @ i 0

essent 7 la columna eta de la matriu E.. Recordant de nou la formula (4.32) d’actualitzaci6
de Y11 per blocs:

Q; | o Es | 0

Yjp =
D, | 1 ||E | 1

observem que la submatriu E5 ens afegeix la columna associada amb 1’arc que entra a la
base. Per tant directament tenim que F. = E5. Podem observar que, llavors, ’actualitzaci6
pot ser escrita com:

T
|
|
Qjr1 = @ 0 Es
|
"TDi 1
F i
| |
= @ :0 I :O Es
| |
"9 "1 [T DfTO1

Com s’observa, per tal de poder fer I'actualitzacié de ;41 d’aquesta forma és necessari
tenir una fila i columna de la matriu identitat a la posici6é n; 1 (posicié de les noves fila
i columna afegides a la matriu de treball). Pero, donat que el que fem és actualitzar la
matriu estesa de @j 41 aquesta condici6 ja es verifica, ja que la matriu diagonal inferior de
la matriu estesa és precisament la matriu identitat. Per tant podem escriure ’actualitzacié
de la matriu estesa d’aquest subcas com:

@j—i—l = @jEfEC

essent Ff la matriu eta fila amb el vector eta D7 a la posici6 nji1. Pel que fa al cost
computacional s’observa que només és necessari calcular D7 = (Rs — Lng_lRl)S per tenir
Ey; a diferencia dels casos anteriors calcular la matriu £y no suposa resoldre cap sistema
d’equacions amb @);.
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1.d) Entra: arc - Surt: arc complementari. En aquest cas la dimensié de la matriu de tre-

ball no varia. L’tnica operacié a fer és substituir la columna associada a ’arc complemen-
tari que deixa la base per una altra associada a I’arc que entra a la base, el qual esdevindra
complementari. Directament a partir de la férmula (4.32) considerant les matrius parti-
cionades per blocs, tal i com s’ha fet als subcasos anteriors, obtenim 'actualitzacié per
aquest subcas (el qual pot ser formulat a partir de matrius esteses):

Qj+1 = QjEc , on B, = FEj
Com s’observa aquest cas no necessita de cap calcul suplementari.

4.3.3.3 Surt de la base un arc del i-essim arbre d’expansié.

Tal i com vam detallar en apartats anteriors, en el cas de sortir un arc pertanyent a
larbre d’expansié minima de 'article ¢ mirarem si existeix algun arc complementari del
mateix article que el pugui substituir (en el cas que la variable que entri a la base sigui
una folga aquest arc existira sempre, mentre que en el cas de que entri un arc pot o no
existir).

Considerem que deixa la base ’arc s de Parbre per a larticle 4, B®). Els cicles dels arcs
complementaris de 'article ¢ venen donats per V() = B (i)_lei), essent Rgi) la submatriu
de R; que conté els arcs complementaris de ’article 7. Llavors la condici6 de “veure si
algun arc complementari pot substituir a ’arc s que deixa la base” és equivalent a “buscar
algun arc complementari tal que en el seu cicle aparegui I’'arc s”. A partir de V(¥ (que
ens déna tots els cicles dels arcs complementaris de 1'article i) aquesta darrera condicio es
redueix a veure si ¥ = V(% és 0 no un vector igual a 0 (on V* representa la fila s de
V(i)). Llavors segons v = 0 0 v # 0 tindrem els dos subcasos que a continuacié descriurem.

2.a) v =0.
En aquest cas cap arc complementari pot ser intercanviat per 'arc que surt de ’arbre

d’expansié minima. Llavors el nou arc entrant substituira 1’arc que surt dins l’arbre.
Implicitament assumim, aleshores, que quan v = 0 la variable que entra a la base ha de ser
un arc i no una folga (en cas de que fos una folga no podriem mantenir I’arbre d’expansi6
minima i la base esdevindria singular). A partir de la definicié de @, 'expressi6 de la nova
Q41 sera ara:

Qj-i-l = R2j+1 - L2j+1 (Lil

Lit1

R1j+1)

on es verifica que Ry, ., = Ry, ique Ly, i Lo, , només difereixen en la columna associada

amb els arcs que han estat intercanviats (arc que ha sortit i arc que ha entrat). Pel que fa al

terme L7} Ry... amb els cicles dels complementaris dins els arbres, hem de tenir en compte

141 J+1
que Ry, , = Ry, (és adir, el conjunt d’arcs complementaris roman invariable), mentre que
Lq. . . 1L, difereixen (igual a com passava amb Lo) en la columna de ’arc sortint/entrant.
Jj+1 J

Donat que I'inic canvi que hi hagut en els arbres basics ha estat el reemplacament de ’arc
que ha sortit de B®) (que anomenarem a,) pel que ha entrat (representat per a.), llavors
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I'anica possible diferencia en els cicles pot ser que 'arc a. aparegui al cicle d’algun arc
complementari de ’article ¢. La segiient proposicié demostra que aixo no és possible.

Proposicio 4.5.

Sigui a, I’arc que surt de B, a, Parc que el reemplacara a B, Rgi) el conjunt d’arcs
complementaris de I'article i (associats a les columnes de Rgi)), i P, el conjunt d’arcs de
B® que formen el cicle de 'arc a.

Si Va € Rgi), as € P, llavors també es verificara després de fer la pivotacié que

ae & P,

Demostracio.

Suposem que després de fer la pivotacié Ja € Rgi) tal que a. € P,. Aixo implica que
hem hagut de trencar en pivotar el cicle previ de a per a que pogués entrar a.. Pero per
trencar el cicle previ de a I'tinica possibilitat és que I'arc que surt ag estigui contingut en
ell. Aixo, pero, contradiu la hipotesi inicial de que Va € Rgi), as € P,. Per tant no pot
haver cap arc a tal que a. € P,.

|

Llavors tenim que els cicles dels arcs complementaris no queden modificats tampoc en
fer la pivotacié. A més a I'expressié Q1 = Ro, , — Lo, (Ll_lerlleH)
no apareix dins cap cicle dels complementaris —tot i que Lo, s’hagi modificat just en la

L7 Ry

j+1( 141

, donat que l'arc a.

J+1

columna de a.— el terme Lo ) no varia respecte la iteracié anterior. Llavors

i1
tenim directament que

Qj+1=Qj = Q41 = Q;

En aquest cas, doncs, la matriu de treball roman invariant en fer la pivotacio.

2.b) v # 0.
En aquest cas 'actualitzacié es fa en dues etapes:

i) En primer lloc prenem una posicié r de 7 tal que v, # 0. Llavors intercanviarem les
columnes associades a ’arc s que surt de la base i I’arc complementari r. Es a dir, el
que fem realment és una permutacié de dues columnes que ens preserven 'estructura
general de la nostra base (aquesta és: tenir arbres d’expansié minima per una banda
i arcs complementaris per una altra).

i1) Aral’arc r que haviem de treure de la base es troba com arc complementari. Llavors en
aquest segon pas el que hem de fer és aplicar la metodologia proposada als subcasos ja
presentats segons la variable a entrar sigui una folga (amb el qual aplicarem el subcas
1.b) o un arc (aplicant llavors el subcas 1.d). Ara, perd, en aplicar els subcasos 1.b
o 1.d no disposarem directament del valor de la matriu F. = E5 com abans, i caldra
calcular-la.

Centrem-nos, pero, en la primera de les etapes abans esmentades (on permutem ’arc
s que deixa un arbre generador, i ’arc r complementari). Recordant I’expressié matricial
(4.31) per fer 'actualizacié de B, ., velem que en aquest cas la matriu £ ~1 no és realment
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una matriu eta, siné6 una matriu de permutacié (entre les columnes dels arcs 7 i s). En
comptes de parlar de matriu £ ho farem de matriu P de permutacié de dues columnes.
Cal tenir en compte que, com amb tota matriu de permutacio, es verifica que PP = 1,
amb el qual es té que P = P~!. Llavors avaluant I'expressié (4.31) obtenim:

Ciy1| O 1 Via|| P | P 1 |V C; |0
Fi | Y4 0 1 P, | Py 0 1 oyt
Cjr1 | O P — Vi Py |Py= Vi Py | | G+ ViEy | VY

Fip |V Ps Py y v

éj_|_1 0 * *

A~ _1 -1

i | Y | (BV; + Py,

(A DPexpressié anterior els termes * serien els resultats obtinguts en fer el producte per
blocs, obviats aqui per a no complicar la notaci6 i ser del tot irrellevants per als nostres
proposits). Igualant per blocs tenim que

Yin = (PsV; + Py (4.33)

Donat que la matriu ); és una submatriu de Y} (aix{ com @41 ho és de Yj;1) tenim una
forma d’actualitzar la matriu de treball en el cas de permutar els arcs r i s.

Per tal de poder desenvolupar I'expressi6 (4.33) detallarem amb més precisié la matriu
P per tal de poder coneixer ’aspecte de P3 i Py. Sabent que m és el nombre de nodes de
la xarxa, n és el nombre d’arcs de la xarxa, k el nombre total d’articles, ¢ el nombre de
constriccions a banda, i l'article de I'arc s que deixa I'arbre B®), r P’arc complementari
que substituira s dins B i r* = Z§:1 |R§l)| el nombre d’arcs complementaris fins I'article
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i (on Rgl) és el conjunt d’arcs complementaris de ’article 1), podem escriure P com:

(ti—1)m+s km—+r*+r
1 1
1
(t—1)m+s — 0 1
1
P =
1
km4+r*+r — 1 0

1

Sabent que dim(P) = (km 4+ n +t) x (km + n + t), llavors les submatrius P53 i P4 ocupen
les n + t darreres files de P; d’aquestes, P3 ocupa les km primeres columnes i Py lesn +t
darreres (és a dir dim(Ps) = (n+t) xkm, i dim(Py) = (n+t) x (n+t). L’aspecte d’aquestes
matrius és:

r*+r
1
1
(i—1)m+s
il
1
P3:T‘*+T‘—> 1 ;P4:T*—|-T—> 0
1
1
Donat que V; = —Ll_lRl, llavors pot expressar-se com una matriu diagonal per blocs de
forma:
R:"| R;"]
——
_B(l) —1R(1)
%:m{ 1
m { ~BW-1RH

Llavors, si calculem l'expressié Py + P3V; (que anomenarem Ps) de l'equacié (4.33) de
forma matricial, tenim:

Ps = Py + P3V;
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RV RS
(i_lim“!‘S N ——
m { | ~=BO-1RY
=P+ r 4r — 1
m { ~BO-1RM
r*4r
l
1
IR
1
= iy = 0 + b — (B(z)—lel))s
1
1
IR{V|
1
1
B r*r — (B(Z)_leZ))S
1
1

On (B(i)*lei))s no és més que 'afectacié de I'arc s als cicles dels arcs complementaris de
I’article 7, cosa que coincideix exactament amb el vector v que previament ja hem calculat.
Per tant (B(i)_lei))s = v, ila matriu Ps = P4+ P3V} és directament calculable. A més Ps
és una matriu eta fila (cosa que fa que la seva inversa sigui immediata). Llavors I’expressio
(4.33) d’actualitzacié pot ser escrita com Y]jrll = P5Yj_1. Donat que només ens interessa
actualitzar ;41 (la submatriu diagonal superior de Y1) realitzem un particionament
escaient de Ps i prenem la submatriu diagonal superior (amb les dimensions correctes per
tal de poder premultiplicar Qj_l) que anomenarem FPg. Llavors tenim que Qj_jl = PﬁQj_l.
Llavors la férmula d’actualitzacié de @41 sera directament Q41 = ijﬁ_l, on Py bés
immediata ja que P continua essent una matriu eta fila. Finalment es pot escriure,

considerant la matriu estesa:



48 Capitol 4. Fluxos lineals multiarticle per particionament primal

Clarament el cost per dur a terme aquesta operacié és nul, ja que el vector v (I'inica cosa
necessaria) ja estava calculat previament.

Amb aquest darrer cas 'actualitzacié de la matriu de treball queda completada.

4.4 Implementacio del particionament primal.

A les seccions precedents s’ha descrit 1’algorisme del particionament primal usat per
solucionar el problema (FMLCB) introduit al capitol 2. A continuacié es presentaran de
forma breu certs aspectes sobre com s’ha dut a la practica ’algorisme previament detallat.
Aquests aspectes tractaran sobre les fases de l'algorisme desenvolupat, el procediment de
taxacio de variables, el tractament de la matriu de treball, i la breu descripcié d’algunes
de les estructures de dades emprades.

4.4.1 Fases de l’algorisme desenvolupat.

La implementacio realitzada del metode del particionament primal consisteix en tres
fases, anomenades fase 0, fase 1, i fase 2, a diferencia de les dues fases classiques del metode
del simplex. Les fases 0 i 1 intenten obtenir un punt inicial factible, mentre que la fase 2
busca el punt optim. Tanmateix, tot i que les fases 0 i 1 sén usades de forma seqiiencial per
a un mateix proposit, cercar un punt inicial factible, cal dir que la fase 1 és més propera
a la fase 2 que no pas a la fase 0. Aix0 es deu a que el metode del particionament primal
és usat unicament a les fases 11 2. A continuacié es descriuran cada una d’aquestes fases,
amb el qual es clarificaran aquests conceptes.

4.4.1.1 Fase 0.

A la fase 0 l'algorisme considera només les constriccions de xarxa (2.2) i els limits
simples de les variables (2.3), sense tenir en compte les constriccions que acoblen els fluxos
de diferents articles. Llavors s’intenta obtenir per a cada article ¢,7 = 1,...,k un punt
inicial factible pel problema de fluxos lineals

min  ¢Mtz®
2()
(FO) subj. a Az® = p®
0< 20 < 7(®)

La soluci6 a aquest problema s’obté mitjancant una especialitzacié del simplex per a pro-
blemes de fluxos en xarxes. La implementacié desenvolupada segueix basicament la meto-
dologia descrita a [34] pel que fa a les operacions de pivotacié dins els arbres d’expansié
minima. Cal observar que a la fase 0 la teécnica del particionament primal no és usada.
Al codi desenvolupat es permet escollir entre dues possibilitats: (i) obtenir simplement
un punt factible pel problema (F0); o bé (ii) obtenir el seu valor optim (I’opcié per defecte
és obtenir un punt factible). Quan a la solucié optima del problema (FMLCB) el nombre
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de constriccions de capacitat mitua i a banda actives |A| és petit, aixd pot indicar que
aquest punt no es troba massa lluny del punt que s’obte unint les solucions dels k problemes
(F0). Per tant sembla convenient, en aquest cas, obtenir el punt optim per a cada article
del problema (F0), i d’aquesta forma al final de la fase 0 ens trobarem a prop de la soluci6
optima del nostre problema multiarticle. En cas contrari, n’hi haura prou amb obtenir un
punt factible per (FO0).

També durant la fase 0 es pot activar un mecanisme per evitar pivotacions degene-
rades, mantenint una llista de variables que provocarien degeneracié. Tanmateix, s’ha
observat que, en molts casos, mantenir aquesta llista és menys eficient que permetre passes
degenerades, i per tant 'opcié per defecte no controla la degeneracio de les pivotacions.

4.4.1.2 Fase 1.

Els k punts obtinguts a la fase 0 no satisfaran, en general, les constriccions de capacitat
mutua i a banda, donant lloc, doncs, a un punt que anomenarem pseudofactible. Aixo
implica que algunes folgues s.,,, per a les constriccions de capacitat mitua, i/o sqp, per
a les constriccions a banda, es trobaran fora de fites. Si denotem per #(,i = 1,...,k el
nostre punt pseudofactible, llavors podem definir els segiients conjunts d’indexs:

k
o T =1j: (Zaé(i)) > bem, & Sem, < 0}.
=1

J

k
o Ty =1{j: (ZT“):E(“)J_ > bep; € Sen; < 0}

=1

k
o Ti={i (TV39) <y, & s, > br, — by}
, J
=1
Introduint unes noves variables artificials f.,, € IR" i fo € IR, i fixant valors inicials per
Sem 1 Sep tal que:

k
A(i)> _ . . . . . _
° z + Sem. em: = bem: 3 Sem, =0 ; Vje T,
(; ] J f J J J ‘7
k . . —
L (ZT(Z)QA?(Z)) ) + Secb; — fcbj = bcbj 7 Scby; = 0 ) vj S jc;
i=1 J

k
[ ] <ZT(Z)§7(Z)) . + Sij + fcbj = l_)ij ; Sij = Bij - bcbj ; v.] € jcdg
i1 !

Llavors el problema solucionat a la fase 1 pot ser formulat com segueix:
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Z fcmj + Z bej + Z bej (434)
JE€ETem jeg,, jeTt

subj. a  (2.2),(2.3)

w(l) 7~~~7m(k) 7scvnvscb7fc7n7fcb

k
(%) cm _
D 2D+ e+ 17 fom = bem (4.35)
(F1) i=1

k . .
> TO2 s + 1P fop, = by (4.36)
=1
(2.10)
0 S fcm 0 g fcb (437)

On les matrius 1™ € R™™"™ i 1¢® € IR**? s6n diagonals i definides com:

_ . _ -1 sijged,
=t ST w={a e
0 altrament
Cal observar que la funcié objectiu (4.34) a la fase 1 no és més que la suma d’infactibilitats
de les constriccions de capacitat mutua i constriccions a banda. Per tant el problema
(FMLCB) sera factible si, a la fase 1, el valor de (4.34) al punt optim és 0.
El fet de dividir el procés de buscar un punt factible inicial en dues etapes (fase 0
i fase 1) s’ha mostrat molt eficient pel que fa al nombre d’iteracions respecte metodes
que consideren la suma d’infactibilitats per totes les constriccions. A la implementacié
realitzada, al principi de la fase 1 se sap que no cal tenir en compte les infactibilitats
respecte les constriccions de xarxa, ja que a la fase 0 s’han obtingut k arbres d’expansio
minima, el qual no és computacionalment gaire costos.

4.4.1.3 Fase 2.

Un cop s’ha obtingut un punt factible a les fases 0 i 1, la fase 2 intentara trobar el
punt optim sense abandonar la regi6 factible. El problema a solucionar ara és el problema
original (FMLCB). Basicament, la tnica diferéncia entre les fases 1 i 2 rau en la funci6
objectiu que es minimitza, i en la consideracio de les variables artificials f.,, i fe, pero en
tots dos casos la tecnica del particionament primal és aplicada.

4.4.2 Procediment de taxacio.

En el cas de fluxos lineals que estem tractant en aquest capitol, el procediment de
taxacié determina quina variable no basica entrara a la base, substituint a alguna variable
basica. La implementacié desenvolupada realitza una taxacié per blocs de les variables
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no basiques (en comptes de taxar-les totes a cada iteracié). El nombre de variables no
basiques a taxar a cada iteracié (#nnb) es calcula de forma

M} (4.38)

#nnb = max {20, Zinblocs

essent #nblocs el nombre de blocs que volem considerar (per defecte es considera #nblocs=
10). Si després de taxar el primer bloc de #nnb variables no basiques no hi ha cap candidata
a entrar a la base, es continuara taxant el segiient bloc, i aixi fins trobar-ne una, anotant-
nos aleshores el proper bloc per on comencarem la taxacio a la segiient iteracié. Si no se’n
troba cap, de variable candidata a entrar a la base, considerarem que estem a 1’optim del
nostre problema.

Naturalment, als efectes de taxacié de les variable no basiques intervé de forma decisiva
I’ordre que es consideri de les variables. A la implementacio realitzada es poden considerar
quatre tipus d’ordenacions diferents:

e Ordenaci6 1. Les folgues sén taxades sempre en primer lloc. Per als arcs, es consideren

k llistes circulars, una per article.

e Ordenaci6 2. Les folgues sén taxades sempre en primer lloc. Per als arcs, es manté
una unica gran llista circular que considera tots els arcs conjuntament.

e Ordenacié 3. Les folgues sén taxades d’igual forma que els arcs. Per als arcs, es
consideren k llistes circulars, una per article.

e Ordenacid 3. Les folgues sén taxades d’igual forma que els arcs. Per als arcs, es manté
una unica gran llista circular que considera tots els arcs conjuntament.

En els primers dos tipus d’ordenacié (ordenacions 11 2) el codi sempre intentara taxar
les folgues no basiques en primer lloc. D’aquesta forma es pot evitar fer creixer la dimensié
de la matriu de treball @), ja que, tal i com es va detallar a §4.3.1, fer entrar una folga
a la base mai incrementa el nombre de constriccions actives. Si no s’ha trobat cap folga
candidata, aleshores es passara a taxar per blocs les variables associades a fluxos de la
xarxa. Tanmateix, a les ordenacions 3 i 4 les folgues sén taxades d’igual forma a com es
fa amb els arcs, passant a formar part d’algun dels blocs de taxacié.

La diferencia que hi ha entre les ordenacions 1 i 2 per una banda, i 3 i 4 per una altra,
és la mateixa, i consisteix en que a les primeres (ordenacions 1 i 3) es consideren k llistes
circulars, una per article (i k£ punters-arc, un per llista, al segiient arc que sera taxat per a
cada article, i un punter-article addicional al segiient article que cal taxar), mentre que a
les segones (ordenacions 2 i 4) només es manté una tnica gran llista circular que considera
tots els arcs conjuntament (i un tnic punter al segiient arc que cal taxar). Per tant, quan
es realitzi la taxacié considerant les ordenacions 1 o 3, es comencara amb 'article apuntat
pel punter-article, i 'arc associat al corresponent punter-arc dels k possibles. I la taxaci6
continuara amb aquest article per blocs de dimensié #nnb fins arribar de nou a ’arc de
sortida inicial (aquell apuntat pel punter-arc de I’article en qiiesti6). Llavors continuarem
pel segiient article, i aixi successivament. Al segon tipus d’ordenacions (2 i 4), pero, si
comencem amb un cert arc d’un determinat article (sigui I’arc j de l'article ), passarem a
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taxar arcs de 'article i+1 quan arribem al darrer arc de ’article actual, sense recomencar
per 'arc 1 de ’article 7 i esperar a donar una volta sencera fins arribar a I’arc j inicial.

A la majoria de tests realitzats, els tipus 1 i 2 s’han mostrat més eficients que les
ordenacions 3 i 4. Per la seva banda, no s’ha apreciat una diferéncia substancial entre el
rendiment del codi entre els tipus 112 (i 314). Tanmateix, a la implementacié realitzada
es pot escollir entre un dels 4 tipus, tant a nivell de fase 1 com de fase 2.

4.4.3 Tractament de la matriu de treball.

A §4.3.2.3 es va detallar el procediment per actualitzar una matriu estesa qualsevol, i
posteriorment es va particularitzar pel cas de la matriu @ a §4.3.3. A I'equacié (4.27) es van
presentar les passes que calien fer per solucionar un sistema qualsevol amb 'actualitzacio
de la matriu de treball. En una d’aquestes passes, pero, era necessari disposar d’una forma
de solucionar sistemes d’equacions amb una factoritzacié de la matriu Q.

La implementacié concreta que s’ha fet realitza una descomposicié LU esparsa, a
base de matrius eta i amb pivotacié parcial, d’'una reordenacié previa de la matriu @),
per tal d’evitar la creaci6 de nous elements que poguessin degradar ’esparsitat original
de la matriu. Es a dir, s’han obtingut unes matrius Ry i R. de reordenacié de files i
columnes, i unes matrius F;, P;,j =1,...,|A| (on E; sén matrius eta columna triangulars
inferior, P; sén matrius de permutacié de dues files, i |A| ens déna la dimensi6 de Q) de
triangularitzacio i pivotacié parcial, de forma que:

Eu P4 - EsPaEyPIR;QR, = U (4.39)

essent U una matriu triangular superior. La solucié de sistemes del tipus Qx = b seria ara
de la segilient forma:

Qxr=1>

<jf|£| Eij)TRfo =b onb= (jf|£| Eij)be

! ~ (4.40)
(II BP)RsQRay =b  ona =Ry
i=I4]
Uy=>b  aplicant (4.39)

I finalment, un cop trobat y, x = R.y
Aplicant una estratégia similar es resoldrien els sistems z'Q = b'.

S’han emprat dos metodes per obtenir matrius de reordenacié Ry i R. per evitar
la degradacié de l'esparsitat original de ): 'algorisme P3 de Hellerman i Rarick, i una

TS’ha d’entendre que en aquest cas el productori itera de j = |.A] fins a 1 decrementant
el valor de j
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variant del mateix per tal de deixar les columnes amb elements sobrediagonals (punxes)
al final de la matriu reordenada R;QR. [26,36]. Les dues tecniques han donat resultats
similars i satisfactoris. Cal afegir que les rutines desenvolupades per fer la descomposicié
LU amb matrius etes han estat comparades amb la rutina estandard FO1BRF de la llibreria
NAG (derivacié de la rutina MA28 [26] de la llibreria Harwell) havent-se obtinguts temps
d’execucié similars (lleugerament millors en el cas d’usar la factoritzacié amb etes).

4.4.4 Estructures de dades.

En aquest apartat es comentara molt breument com sén les estructures de dades
usades per emmagatzemar part de la informacié necessaria. No es pretén, pero, exposar
totes les estructures usades a la implementaci6 feta (seria inviable), ni fer una descripci6
exhaustiva d’aquelles que a continuacié detallarem.

1.- Estructura de la xarxa. La matriu de xarxa A s’emmagatzema usant només dos
vectors mnk(1:n) i mnl(1:n), (essent n el nombre d’arcs de la xarxa), que ens donen
per a cada arc el seu node origen, i el seu node desti (és a dir mnk(j)=v; i mnl(j)=
w;, essent v; el node origen de I'arc j, i w; el node desti del mateix arc).

2.- Arbres basics. Seguint algunes de les idees exposades a [9,34], tot arbre basic s’em-
magatzema en cinc vectors anomenats: itv(l:m+1), iti(1:m—+1), ipf(1:m), ipr(1l:m),
i iab(1:m), essent m el nombre de nodes de I'arbre. Cal dir que alguns d’aquests vec-
tors no caldrien ser emmagatzemats i la informacié que contenen podria ser obtinguda
a partir de la resta de vectors. Tanmateix, el fet de mantenir-los es fa per motius
d’eficiencia computacional, en detriment de I’espai a memoria que ocupen. Passem
tot seguit a fer una breu descripcié d’aquests vectors.

e itv(l:m+1): Aquest vector (anomenat vector travesser) emmagatzema en forma
de llista encadenada 1’ordenacié en preordre dels nodes de I’arbre. Llavors itv(i)=
j indica que, en el recorregut en preordre de ’arbre, després del node ¢ ve el node
j. Per saber quin és el node que segueix al j, consultariem la posicié itv(j).

e iti(1l:m+1): Aquest vector (anomenat vector travesser invers) emmagatzema en
forma de llista encadenada 1’ordenacié inversa de 'emmagatzemada al vector itv.
Es a dir, es verifica que Vi, iti(itv(i))= i.

e ipf(1:m): Aquest vector (vector de profunditat) ens indica la profunditat o nivell
en que es troba cada node de 'arbre. S’usa per determinar el node de juntura
quan s’ascendeix per dos branques diferents de ’arbre.

e ipr(l:m): Aquest vector (vector de predecessors) ens indica per a cada node i
quin node j té per sobre dins ’arbre. A més, s’usa un criteri de signes per denotar
el sentit de l’arc que uneix i i j. Llavors si ipr(i)= 47, el sentit de l'arc sera
j — 4. Siipr(i)= —j, aleshores el sentit sera el contrari j < i.

e iab(1l:m): Aquest vector (vector d’indexs d’arcs de l’arbre) ens complementa la
informacio del vector ipr. Aixi com aquell ens donava el node j que hi ha per
sobre del node 7 dins 'arbre, aquest ens indica per tot node ¢ quin és 'arc de
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3.-

la xarxa que I'uneix amb el seu predecessor j. Aquesta informacié podria ser
obtinguda a partir del vector ipr, pero caldria fer una cerca pels vectors mnk i
mnl que ens defineixen la xarxa, el qual seria molt ineficient. El fet de mantenir
el vector iab és, doncs, crucial pel que fa al rendiment del programa.

Arcs complementaris. La informacié que cal guardar sobre els arcs complementaris és
doble: cal saber quins son, i, a més, tenir emmagatzemats els seus cicles dins ’arbre
basic associat (aixo per agilitzar el procés de calcul on apareguin sistemes del tipus
B(i)_lei)). Per saber quins son els arcs complementaris a cada iteracié, disposa-
rem de dos vectors jple(1l:|A|) i kple(1:|A]), de forma que jple(l) ens donara l'arc
J,1 < j <mnikple(l) article i,1 < i < k que corresponen al [-essim arc complemen-
tari. Per la seva banda, per emmagatzemar els cicles disposarem d’un vector d’'una de-
terminada dimensié M (més aviat gran) que podriem anomenar cicles(M), i un punter
a la primera posicié lliure d’aquest vector, que denotarem per freecicle. Per cada arc
complementari tindrem dos vectors addicionals inicicle(1:|A|) i longcicle(1:|A]),
de forma que els arcs del cicle del vector complementari [-essim es trobaran entre les
posicions inicicle(l) i inicicle(l)+longcicle(l) dins el vector cicles.

Amb aquesta estructura de dades cada nou cicle que s’hagi de calcular per un
determinat arc complementari s’afegira dins el vector cicles a partir de la posicié
freecicle, i s’apuntara l'inici del cicle i la seva longitud dins els vectors inicicle i
longcicle. Posteriorment s’actualitzara el punter freecicle a la nova posici6 lliure.
Si un arc complementari és eliminat, només caldra netejar la component corresponent
de inicicle i longcicle, pero no es fara cap modificacio dins el vector cicles, és a
dir, no es recuperen les posicions que quedaran lliures. Aixo es fa per evitar fer compac-
tacions dins aquest vector, el qual alentiria molt el procés. Amb aquesta estructura
també és molt simple intercanviar arcs complementaris: només cal intercanviar les
components corresponents dels vectors jple, kple, inicicle i longcicle. Cal ob-
servar que si no disposéssim del vector longcicle (determinant aleshores el final del
cicle d'un arc complementari a partir de l'inici del cicle de I’arc segiient) no es podrien
efectuar les operacions d’intercanvi i eliminacié d’arcs complementaris tan facilment,
donat que estariem obligats a mantenir la contigiiitat dels arcs complementaris per
saber l'inici i final de cicles.

Quan en afegir un nou cicle es supera la dimensié M del vector cicles, aleshores cal
fer una compactaciéo del mateix. Com ja s’ha esmentat anteriorment, aquesta com-
pactacié es podria haver fet cada cop que s’eliminés un arc complementari (i aleshores
no superariem la dimensié M). Tanmateix, és molt més eficient fer una compactacié de
tot el vector cada moltes iteracions (de fet s’ha observat que al llarg d’una execucié
el nombre de vegades que es supera la dimensié M és petita), que fer compactacions
no tan grans a gairebé cada iteracio.

Folgues i constriccions actives. La informacié que cal coneixer de les folgues és saber
quines sén variables basiques i quines no basiques. Alhora aquesta dada ens serveix
per determinar quines constriccions de capacitat mutua i a banda sén actives i quines
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no: les folgues basiques es troben associades a constriccions inactives (¢ A), i les no
basiques a constriccions actives (€ A). Per emmagatzemar la informacié de folgues
disposarem de dos vectors anomenats folguescm(l:n) i folguescb(1l:t). El vector
folguescm es troba associat a les folgues s.,, de les constricccions de capacitat mutua,
mentre que folguescb manté la informacié de les folgues s., de les constriccions
a banda. Si folguescm(j)= 0, aleshores la folga s, sera basica, mentre que si
folguescm(j)=1 (1 <1 < |A|) sera no basica, i la corresponent constriccié de capacitat
mutua sera la [-essima constriccié activa (o el que és el mateix, determinara la [-essima
fila de la matriu de treball @)). Analogament, tenim que si folguescb(j)= 0, llavors
la folga s, sera basica, mentre que si folguescb(j)=1 (1 <1 < |A[) se, sera no
basica, i la corresponent constriccié a banda sera la [-essima constriccio activa.
Queda clar que amb la informacié anterior poden recuperar-se quines son les cons-
triccions actives del conjunt A. Tanmateix, per coneixer-les hauriem de recorrer els
vectors folguescmi folguescb. Per evitar aixo, es manté un altre vector actives(1:|.A|)
de forma que si actives(l)= +j (j positiu) llavors la [-essima constriccié activa cor-
respon a la constriccié de capacitat mutua de l'arc j, mentre que si actives(l)= —j la
j-essima constriccié a banda sera la constriccié activa nimero [. Es pot observar com,
en el cas de que folguescm(j)= [ # 0, es verifica que actives(folguescm(j))= j; per
la seva banda, si folguescb(j)= [ # 0, sempre tindrem que actives(folguescb(j))=

_]‘






Capitol 5

Fluxos no lineals multiarticle per particiona-
ment primal.

Al capitol precedent s’ha presentat el metode de resolucié usant el particionament
primal per a problemes lineals. En aquest capitol es descriura la metodologia emprada
en el cas de tractar problemes de fluxos multiarticle no lineals. Abans, pero, d’entrar
en l’especialitzacié del particionament primal per a problemes no lineals i els detalls de
I'implementacié, es fara una breu descripcié de ’algorisme general de programacioé no lineal
emprat.

5.1 Optimitzacié no lineal a gran escala amb cons-
triccions lineals.

El metode de programacié no lineal general usat per solucionar problemes de fluxos no
lineals ha estat desenvolupat per Murtagh i Saunders, i és descrit a [58]. La metodologia
seguida forma part d’una familia de metodes anomenats del conjunt de constriccions actives
[30]. De forma molt breu, presentarem les principals caracteristiques del metode.

5.1.1 Conceptes previs.

Considerarem el problema general de programacio lineal segiient:

min f(x) (5.1) fR"—1R, feC?
(NCL) subj. a: Az =b (5.2) ; AeR™" rang(A) =m
0<z<u (5.3) z,ueR", be R™

El vector gradient de f(z) es denotara per g(x) € IR™, mentre que la matriu hessiana sera
referida com H(z) € R™*™. En aquesta secci6, la funcié f() fara referéencia a una funcié
qualsevol (al capitol 2 es referia a una funcié on les variables eren els fluxos multiarticle
de la xarxa). D’igual forma, A fard referéncia a una matriu de constriccions qualsevol,
de dimensié m x n (a diferencia de la resta del document on representa la matriu de
constriccions del problema multiarticle).

57
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El conjunt de variables z es divideix en variables basiques zp € IR™, superbasiques
xs € IR%, i no basiques zxy € IR"™"™"°. Analogament, la matriu de constriccions A es
divideix de forma:

m S n—m-—Ss

N
I

Sy

nn

N (5.4)

Les variables basiques = p associades a B verifiquen 0 < xp, < u,, i determinen una base de
'espai de dimensi6 m (és a dir, B és no singular). Les variables no basiques x  (associades
a N) es troben sempre a fita inferior o superior. La resta de variables que no es troben
dins la base B i que verifiquen 0 < x; < u; seran les variables superbasiques.

Al nostre problema, donat un punt factible 2* = [z |z%|2% | la matriu de constriccions
actives al punt x es defineix com:

m s n—m-—S

s
I
—~
&
ot
~~

L’expressié de les constriccions actives en aquest punt és:

A - - b

Ar =10 ; b= { } (5.6)
N

essent r el vector de fites actives (inferiors, 0, o superiors, uy;, ) de les variables no basiques

IN.

5.1.2 Optimitzacio al subespai actual.

Si coneguéssim el conjunt de variables x que son no basiques al punt optim, podriem
determinar la matriu de constriccions actives optima. Aquesta matriu, pero, te s graus
de llibertat, associats a les variables superbasiques, i caldria fer una optimitzacié amb la
matriu de constriccions optima sobre el subespai de les variables superbasiques. Si ens
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trobem al punt factible z* = [a%|zh|al] (per tant Az = b) haurem de trobar aleshores
direccions p € R", p' = [ph|pk|ply] factibles i de descens, de forma que

. . . | PB - ps € IR® lliure
Alwtpy=b = Ajps | =0 = {fpg_ﬂBSps AN =0 pp=—B"'Sps

Aixo equival a dir que totes les direccions factibles p seran de la forma p = Zpg, on
Z € R™® expandeix el subespai nul de la matriu de constriccions actives (5.5), i es
defineix com:

S
e
m{ | -B71S
Z = s{ 1 (5.7)
n—m-s{ | 0 |

Pot comprovar-se facilment que AZ =o.

Un cop assegurada la factibilitat, només resta obtenir direccions de descens. Ara el
nostre problema d’optimitzacio al subespai de les variables superbasiques pot ser formulat
com
(PZA) min f(x + Zps)

ps€R?
Prenent una aproximacié quadratica de f(z+Zpg), i imposant que la seva primera derivada
s’anulli, s’arriba a que es poden obtenir direccions de descens de (PZA) resolent el sistema

H.(z)ps = —g.(x) (5.8)

ong, =2Z'(x) (9. e R°) i H, = Z'H(x)Z' (H, € IR°**) s6n respectivament el gradient
reduit (o gradient projectat) i ’hessiana reduida (o hessiana projectada) de f al punt x.

Un cop calculada la direccié de descens pg s’ha de fer exploracio lineal al llarg de la
direcci6é p = Zpg, amb longitud de pas limitada pel valor @ = min{ap,as}, imposat per
les fites de les variables basiques i superbasiques:

ap = min {{-zp,/pp; :pp; <0}, {(up, —25,)/pp, : pp, > 0}} (5.9)
@s = min {{-ws,/ps, : ps, <O}, {(us, = xs,)/ps. : ps; > 0}} (5.10)
Si el resultat de l’exploracié lineal és a* = @ aleshores alguna variable superbasica o

basica arriba a la seva fita inferior o superior, i passara a ser variable no basica. Aleshores
caldra modificar la nostra particié de variables, considerar una nova matriu de constriccions
actives i una nova definicié del problema (PZA).
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5.1.3 Determinacio de la matriu de constriccions actives optima.

Un cop solucionat el problema (PZA) s’haura determinat un punt z*; tal que g (z7%) =
Ztg(xZ) =0(ésa dirA, % és un punt estacionari). Si H,(z%) és definida positiva 27 sera un
minim local de (PZA). A partir d’aquest punt, perd, no poden obtenir-se noves direccions
factibles i de descens de (NCL), a no ser que es modifiqui la matriu de constriccions actives
(5.5). Es a dir, caldra determinar una nova particié de variables, modificar la matriu de
constriccions actives de forma escaient, i solucionar de nou el problema (PZA) amb la
nova matriu A. La forma de modificar la matriu A, perd, no pot ser qualsevol, i es fara
atenent a les condicions d’optimalitat del problema (NCL).

Donada una solucié factible x de (NCL), les condicions necessaries de primer ordre
de (NCL) (o condicions de Karush-Kuhn-Tucker), estableixen que si  és un minim local
aleshores existeixen 7 € IR™ i A € IR"™™"% anomenats multiplicadors de Lagrange, tals
que:

- Bt 0| 9B
i) A {)\} =g(z) & |S" 0 {)\} = | gs (5.11)
Nt 1 gnN
i) A>0,Viiay =0 (5.12)
Ai <0, Vi:xn, = up, (5.13)

on gp, gs i gy determinen una particié del vector gradient segons les seves components
es trobin associades a variables basiques, superbasiques o no basiques. A partir de (5.11)
s’obté:

B'n = gp ; nt =gLB™! (5.14)
N't + X =gy ; No= gl — 7N (5.15)
St = gs ; gs — Stm = (5.16)

Si z és un punt estacionari (g,(x) = 0) aleshores es verifica que

9B )
Zlg(x)=0 & [-5'B"|1|0]|gs| = -S'B" gp+gs=0
gn

amb el qual queda satisfeta la condici6 (5.16). Per tant, si ens trobem al punt estacionari

27 soluci6 de (PZA), els multiplicadors 7 i A poden ser determinats a partir de (5.14) i

(5.15), i si, a més, ja verifiquen les condicions (5.12) i (5.13), x* sera solucié del problema

A
(NCL). Si, per contra, es viola alguna de les condicions (5.12) i/o (5.13), aleshores es
considerara I'index ¢ d’alguna de les component )\, on s’ha produit la violacid, i la variable
no basica associada xy, sera considerada variable superbasica, eliminant la columna N, de

N, i afegint-la a S. En aquest cas el nombre de variables superbasiques s’incrementaria en
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un (s:=s+1), es definiria una nova matriu de constriccions actives (5.5), i de nou passariem
a solucionar (PZA) amb la nova A. Cal observar que, en augmentar el nombre de variables
superbasiques, la nova matriu Z definida a (5.7) incorporara una nova columna associada
a la nova variable superbasica, i el mateix succeira amb el nou gradient reduit g, =
Z'g(z). Pot comprovar-se que la component de g, associada a la nova varible superbasica és
directament el multiplicador A\, previament calculat (només cal veure que \; = gn, —N(§7T =

gN, — NéBt_lgB, ique g, =2'(x) =gs — StBt_lgB).

5.1.4 Algorisme del conjunt de constriccions actives.

Un cop s’han presentat els principals trets del metode usat, es presenta de forma al-
gorismica les etapes que cal seguir. Considerarem que a 'inici de la iteraci6 ¢ (el subindex
i serd omes a la majoria de casos per simplificar la notacid) disposem de la segiient infor-
macio:

e z;, f(x;): el punt actual i el valor de funcié objectiu en aquest punt.

e B,S,N: una particié de la matriu A tal i com es detalla a (5.4).

e g(z;): on g(z;) = Vf(z;) dividida en g(z;) = [gB|gs|gn] per a les variables basiques,
superbasiques i no basiques.

e /: una representacio del subespai nul de 121, tal i com es presenta a (5.7).

® g.,¢€q,: el gradient reduit i una tolerancia per estimar quan la seva norma és conside-
rada el suficientment petita.

e H,: I’hessiana reduida.

e 7: vector de multiplicadors que verifiquen 'equacié6 (5.14).

Aleshores 'algorisme del conjunt de constriccions actives pot ser detallat tal i com
segueix:

Algorisme A5.1. Metode del conjunt de constriccions ac-

tives.
PAS (1): Test d’optimalitat al subespai actual.

i) Si||g.|| > €4. anar al PAS (3).
PAS (2): Taxacié de variables no basiques.
i) Calcul dels multiplicadors de Lagrange A = gy — N'r.
ii) Escollir una A\, que violi (5.12) o (5.13), considerant la seva columna
associada Ny. Si no es pot escollir cap multiplicador anar al PAS
(8).
iii) Actualitzar estructures de dades: eliminar N, de N i afegir-la a S
afegir A, com la nova component de g..
PAS (3): Buscar una direccié de descens p = [ptB\ptS\O]t per a les variables
basiques i superbasiques.
i) Solucionar H,ps = —g..
ii) Calcular Bpg = —Spg.
PAS (4): Buscar la longitud de pas maxima.
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i) Buscar @ > 0 tal que x; + a@p és factible
ii) si @ = 0 anar al PAS (7).
PAS (5): Exploraci6 lineal.
i) Buscar a* tal que a* = argoin(ligaf(xi + ap).

ii) Actualitzem el nou punt x;_l = x; + a*p i calculem f(x;41) i
9(Tiy1).
PAS (6): Calcular el gradient reduit.
i) Solucionar 7B = gk.
ii) Fer g, = gg — St.
iii) Si o* < @ anar al PAS (1).
PAS (7): Una variable basica o superbasica esdevé no basica. (a* = @).
i) Si una variable superbasica xg, (associada a la columna S, de S)
assoleix la seva fita aleshores:
a) Eliminar la component de g, associada amb la columna S, de
S.
b) Eliminar S, de S i afegir-la a V.
ii) Si una variable basica xp, (associada a la columna B, de B) assoleix
la seva fita aleshores:
a) Buscar una columna superbasica S, de S que substituira B,
dins B preservant la invertibilitat de la base.
b) Pivotacié: eliminar B, de B i afegir-la a IN; eliminar S, de S i
afegir-la a B.
c) Actualitzar 7.
d) Calcular g, = gs — S'n.
iii) Anar al PAS (1).
PAS (8): Fi de l'algorisme: Solucié optima trobada.

5.2 Plarticionament primal per a problemes no line-
als.

El metode del conjunt de constriccions actives presentat a la seccié anterior ha es-
tat especialitzat per tal de solucionar el problema de fluxos multiarticle no lineals amb
constriccions a banda (FMNCB). Aixo s’ha fet combinant la técnica del particionament
primal introduida al capitol 4 amb ’algorisme del conjunt de constriccions actives per a
problemes no lineals. D’aquesta forma, igual com succeia al cas lineal, és possible explotar
Iestructura de la matriu de constriccions, agilitzant el calcul de certes passes de 1’algorisme
A5.1. Concretament, aquestes passes son les segiients:

1.- Calcul dels multiplicadors w (Pas (6) i)). El calcul a realitzar era 7' B = g%. Donat que
B és una base de la matriu de constriccions A del problema (FMNCB), es va veure
al capitol 4 que pot ser descomposada tal i com es va presentar a (4.4). Aleshores,
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realitzant unes particions escaients 7 = [7] | 75 | 73] i gp = [95, | 95, | 95,1, €l

sistema 7' B = gl pot ser resolt mitjangant el procés presentat a §4.1.2.2. En aquest
cas, doncs, també pot ser usada la matriu de treball @, la qual agilitza els calculs.

Calcul de la direcci6 de descens basica pg (Pas (3) ii)). El calcul consistia en solucionar
Bpp = —Spg. Tenint en compte 'estructura de la base B, els vectors pg i v = —Spg
poden particionar-se de forma py = [ph, | ph, | P, 117" =[71 | 75 | 73], i aleshores
podem aplicar el procés de resoluci6 descrit a §4.1.2.1. Novament la matriu ) pot ser
usada per solucionar aquest sistema de forma eficient.

En aquest cas, a més, també podem explotar I'estructura del problema multiarticle
a I'hora de calcular el vector v = —Spg = >_7_, —S;ps; (essent S; i pg, la columna de
S ila component de pg associades amb la i-éssima variable superbasica). La columna
S; pot ser una arc, tenint aleshores l’estructura presentada a (4.1), o una folga, amb
el qual no és més que una columna de la matriu identitat. Aquest fet pot ser tingut
en compte a I'hora de calcular eficientment v =Y ;_, —S;pg;.
Calcul del gradient reduit g, (Passos (6) ii), i (7) ii) d)). Donat que g, = Z'g(x), si
es té en compte 'expressié de Z a (5.7), i es particiona el gradient de forma g¢'(z) =
(g5 | gs | gn], sobté que g, = gs — S'B' ' gp. Donat que B'm = gp, expressi6
anterior pot ser escrita com g, = gg — S’m, on cada component serd calculada de
forma g., = gs, — Sim. En aquest cas, per realitzar els productes escalars Sim de nou
pot ser explotada l'estructura de les columnes de S (arcs o folgues), tal i com s’ha
esmentat al punt anterior.

Calcul dels multiplicadors A (Pas (2) i)). El calcul a fer és A = gy — N'm, i és
equivalent al presentat anteriorment per trobar g,. Per tant, procedint de forma
analoga a com vam operar per trobar g,, podem escriure que \; = gy, — Ni7, i,
de nou, a I’hora d’obtenir els productes escalars N} aprofitarem ’estructura de les
columnes no basiques (arcs o folgues).

Determinacié de la columna superbasica que substituira una columna basica (Pas (7)
ii) a)). Considerem que deixa la base la variable basica zp, associada a la columna
By de B. L’operacié de buscar una variable superbasica xg, que la pugui substituir
consisteix en determinar una ¢ tal que y,, # 0, on By, = S,. D’aquesta forma,
pero, s’haurien de solucionar s sistemes d’equacions del tipus By; = S;,i = 1,...,s.
Donat que només ens interessa la component p de cada un dels vectors y;, aleshores
el calcul pot ser fet de forma més eficient calculant la p-éssima fila de la inversa de
B (B?" '), i posteriorment trobant ' = S'BP ', on ara 7; = Yip,i = 1,...,5. Ara
només cal escollir una posicié ¢ tal que v, # 0, i la variable superbasica associada sera
la candidata a entrar a la base.

Al procediment anterior, pero, cal trobar la fila p de la inversa de B, BP . Aixd
b
solucié w ens proporcionara la desitjada fila Br . Aquest calcul, pero, és equivalent

passa per solucionar w'B = el on e, és el vector p-éssim de la matriu identitat, i la
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al dels multiplicadors m, i, per tant, pot ser aplicat el procediment descrit a §4.1.2.2,
emprant de nou la matriu de treball Q.

6.- Pivotacié (Pas (7) ii) b)). Tret del fet de que en aquest cas es pivota una variable
superbasica (i no una variable no basica) amb una basica, la pivotaci6 és exactament
igual al cas de tenir una funcié objectiu lineal. Per tant, els diferents tipus de pivotacié
tornen a ser els descrits a §4.3.1, i de nou caldra fer una actualitzacié de la matriu de
treball @ tal i com es va descriure al capitol 4.

Queda clar, doncs, que la tecnica del particionament primal pot ser introduida dins
I’algorisme Ab5.1, treient profit de I'as de la matriu () a I’hora de solucionar sistemes amb
la matriu basica B. Cal fer notar, pero, que, a diferéncia del cas lineal, on basicament les
uniques operacions costoses que calien realitzar involucraven la resolucié de sistemes amb
Bi B, al cas no lineal apareixen d’altres calculs addicionals a fer (per ex., avaluacions de la
funcio objectiu i del gradient, exploracié lineal, calcul de la direccié de descens superbasica
usant I’hessiana reduida, ...). Aixo provoca que el guany que s’obté pel fet de treballar
amb la matriu ) sigui menor al cas no lineal que al lineal, precisament perque el nombre
d’etapes on es treu profit del particionament de la base representa un tant per cent menor
sobre el total de la tasca a fer.

5.3 Implementaci6é de ’algorisme.

A les seccions precedents s’ha presentat ’algorisme de resolucié de problemes no lineals
emprat, i s’ha vist que pot ser usat conjuntament amb el metode del particionament
primal per tal d’agilitzar el procés de calcul. En aquest apartat descriurem breument certs
aspectes sobre com s’ha dut a la practica el metode anterior. Concretament, tractarem
les fases de I’algorisme desenvolupat, detallarem algunes etapes de 1’algorisme A5.1 (calcul
de la direcci6 de descens, test d’optimalitat al subespai actual, eleccié de la variable no
basica,...) i farem una molt breu descripcié d’algunes de les estructures de dades usades.

5.3.1 Fases de l’algorisme desenvolupat.

De forma analoga a com es va descriure a §4.4.1 per al cas de fluxos lineals, I’algorisme
per a fluxos no lineals consisteix en tres fases. Les dues primeres, fase 0 i fase 1, solucionen
els mateixos problemes (FO0) i (F1) que al cas lineal. Aixo és aixi ja que aquestes fases
cerquen un punt inicial factible, fet que és independent del tipus de funcié objectiu de que
es disposa. Cal fer notar que al problema (F0), per al cas lineal, el costos ¢ de la funcié
objectiu eren els mateixos que els costos originals del problema (FMLCB). Al cas no
lineal, pero, per la naturalesa de la funcié objectiu, aquests costos no existeixen. Aleshores
pot usar-se una linealitzacié de la funcié objectiu en algun punt (gradient) que ens aporti
certa informacié sobre el model en solucionar (F0), o simplement considerar uns ¢ nuls
(el qual, per als nostres proposits de trobar un punt factible, és suficient).
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Un cop les dues primeres fases han trobat un punt inicial factible, la fase 2 inten-
tara trobar el punt optim sense abandonar la regié factible, solucionant el problema
(FMNCB). A diferencia del cas lineal (on s’usava el metode del particionament pri-
mal com a especialitzacié del simplex), ara s’usara ’algorisme del conjunt de constriccions
actives conjuntament amb el metode del particionament primal.

5.3.2 Calcul de la direccié de descens.

La implementacié que s’ha fet de ’algorisme permet solucionar el sistema Z' H (z) Zps =
—g. del pas (3) i) de dues formes: a través del metode de Newton-truncat, o usant una
aproximacié quasi-Newton de I’hessiana reduida Z'H (x)Z En cap dels dos casos és neces-
sari disposar d’una expressié analitica de I'hessiana H(x) de la funcié objectiu, i només
es requereix avaluar el gradient g(x). Les segiients subseccions descriuran breument com
s’han usat les dues metodologies. Per simplificar la notacid, la matriu hessiana sera referida
com a H, en comptes de H(x).

5.3.2.1 Meétode de Newton-truncat.

L’algorisme de Newton-truncat usat per solucionar Z* H Zpg = —g. segueix basicament
la, descripci6 feta a [23]. Es basa en el metode del gradient conjugat per a la solucié de
sistemes Mz = b, essent M simetrica i definida positiva. En aquest cas la matriu del
sistema M és directament ’hessiana reduida Z'HZ.

El segiient algorisme mostra les etapes que cal seguir per solucionar Z'H Zpg = —g.
amb el metode de Newton-truncat.

Algorisme A5.2. Metode de Newton-truncat per solucio-
nar Z'HZpg = —g..
Pas 0) Inicialitzar j =0, po =0, 79 = g., dg = —70, 6o = dbdo, 1 = 0*(gtg.).
Pas 1) ¢; = Z'HZd,
<ot —g, sij=0
si djqj < M d; llavors acabar: pg = {pj altrament
si no oy = rir;/dq;
Pas 2) pjy1 = p; + o;d;
riy1 =7Tj + Q;q;
si 7“§-+17“j+1 < n llavors acabar: ps = p;ji+1
Pas 3) ; = 7"§+17“j+1/7“§'7“j
djt1 = —7j41 + B;d;
i1 = 1h i + B2,
j=j+1
anar al Pas 1
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Els tres punts critics d’aquest algorisme sén el calcul de g; i el control de les dues
condicions d’acabament. A continuacié veurem com son tractats per la implementacié
realitzada.

i) Donat que 1'hessiana actual H és desconeguda, cal disposar d’un procediment per
aproximar-la. La seqiiéncia seguida per calcular ¢; = Z'HZd; és:

o U= Zd‘7
e v = (g(z+eu) —g(x))/e
0 g =2

El pas segon es justifica fent 'expansi6 en serie de Taylor de g(z + eu):

g(x +eu) = g(x) + eVg(x)u
Vg(a)u ~ (9o + ) — g(@) /e = 0

Llavors, donat que Vg(x)u = Hu = HZd;, v pot ser considerat una bona aproximacié de
HZd;. L'interval de diferenciaci6 € usat realment és ¢ = M / \/E , on g7 és la precisié
de la maquina, id; = d;dj és actualitzada a cada iteracié (pas 3) de l'algorisme A5.2.
De fet, el valor correcte que hauria de ser usat és € = @ / \/ﬁ on u = Zd;. L’efecte
d’escollir aquest valor ¢ seria equivalent a realitzar diferencies finites usant el vector unitat
u/||ul|2 (on ||.||, denota la norma p d’un vector) i un interval de diferenciacié igual a v/,
situacio que és molt més desitjable. Tanmateix, aixo implicaria calcular la norma 2 de u
a cada iteracié, mentre que el valor \/§; = ||d;||> ja havia estat calculat previament i,
aleshores, serd emprat per agilitzar el procés (tot i que si [|ull2 >> ||d;||2 Paproximacié
per diferéncies finites pot produir resultats erronis).

ii) La primera condicié d’acabament al pas 1) de A5.2 intenta controlar si I’hessiana
H és o no definida positiva. Si el valor d5Z'HZd; és negatiu es pot concloure que Z*HZ
no és definida positiva (i tampoc ho sera H). Tanmateix, donat que només tenim una
aproximacié de Z*H Zd;, tindrem que comparar d; Z'HZd; amb un valor major que 0. La
implementacié realitzada usa el valor @ dj, on §; = d;dj. Usant aquest valor, el test
de comparacié pot ser vist com:

d>Z'HZd; < \/enm 6,
d'Z*HZd; < /e ||d;l[3

dt d.:
—I_Z'HZ —— < /ey
1512 12

el qual significa que s’estan usant vectors normalitzats, disminuint els possibles errors de
precisio.
iii) La segona condicié d’acabament al pas 2) de A5.2 sera activa quan s’hagi assolit

una suficient reduccié en la norma del vector r;. Inicialment ro = g., i (assumint precisié
completa) a cada iteracié es verifica que ||rj||2 < ||7j-1]l2, 7 =1,...,s, essent s el nombre
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de variables superbasiques (que és la dimensié del sistema). Després de s iteracions el vector
rs sera igual a 0, implicant que pg és la solucio del sistema. Tanmateix, per tal d’evitar
un excés de calcul, el procés sera aturat quan s’hagi obtingut una suficient disminucié en
la norma 2 de r;. De fet, la condicié d’acabament s’hauria d’escriure com:

7’§+17’j+1 <7

riarie < 0%(glg:)

rt T

]+1 Jt+1 < 92
gng

Irjzalla g _

1192112 max{ey, min{esa, ||g:||2}}
4

on g1 és la precisié maxima requerida (a la implementacié feta 1 = M ), €2 és la precisi6
requerida quan l'iterat actual x és troba lluny de ’0ptim del subespai actual de les variables
superbasiques (e5 € [0,1] i pot ser escollit per 'usuari), i ||g.||2 és usat com la precisié
requerida quan estem a prop de ’optim al subespai actual.

Un clar desavantatge d’aquesta metodologia és que a cada iteracié cal fer una avaluacié
de la funcié objectiu per calcular g; per diferencies finites, el qual augmenta considerable-
ment el cost de ’algorisme. Per altra banda, no cal emmagatzemar cap tipus d’estructura
de dades per mantenir Z* HZ (com ho requereixen els metodes quasi-Newton que es veuran
a continuacié), i només s’ha de disposar de quatre vectors de dimensié s per p;,7;,d; 1 g;.
Si el nombre de superbasiques és molt gran aixo pot implicar un gran estalvi de memoria,
i pot accelerar considerablement el rendiment del programa.

5.3.2.2 Metode quasi-Newton.

La segona via per solucionar Z'H Zpg = —g. consisteix en aproximar la matriu Z'HZ
per una factoritzacié R'R (R € IR**® triangular superior), seguint el procediment descrit
a [58]. Aquesta és l'opcié per defecte a la implementacié realitzada. Per tant, la direccié
superbasica pg és calculada al pas (3) i) de A5.1 solucionant R*Rps = —g. per substitucié
directa i inversa. Aquest factoritzacié ha de ser actualitzada si una variable passa a ser
superbasica (pas (2) iii) de A5.1), una variable deixa de ser superbasica (pas (7) i) b)), hi
ha un canvi de base (pas (7) ii) b)), o ens belluguem de z; a ;41 (pas (5) ii)). Descriurem
breument com és realitzada cada una d’aquestes operacions:

i) Una variable passa a ser superbasica.

En aquest cas s’afegeix una nova columna a la matriu S (submatriu de A associada a
les variables superbasiques) per la nova variable que passa a ser superbasica. Aleshores la
dimensié de la matriu R sera (s+ 1) x (s + 1), és a dir, s’augmenta en una fila i columna.
La implementacié realitzada simplement afegeix esy1 (el vector unitari s + 1) com a nova
columna de R. Aixo implica que, en solucionar R*Rps = —g¢., a la nova iteracié es tindra
que ps,,, = —g-,,, (la direccié del gradient sera usada per a la component s + 1 de pg).
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Tanmateix, en successives iterations, nova informacié de segon ordre sera afegida a aquesta
component a través de 'actualitzacié quasi-Newton.

ii) Una variable deixa de ser superbasica.

En aquest cas desapareix una columna de S (sigui la columna S;), el qual provoca
que la columna associada de R (R,) també haura de ser eliminada, obtenint aleshores
una matriu de Hessenberg superior. Per tornar R a la seva forma triangular original es
pre-multiplica per matrius de Givens escaients G 41, | =¢,...,5—1, tal i com es descriu
a [58].

iii) Un canvi de base és realitzat.

Considerem que la p-eéssima variable basica és substituida per la g-éssima variable
superbasica. Aleshores, la matriu del nou subespai nul Z, pot ser escrita com Z, =
Z(1+ equ'), on e, és el g-essim vector unitari, i © = —1/y,(y + 1,), essent y = Br'S.
Donat que R'R ~ Z'H Z, la nova factoritzacié R,, pot ser obtinguda tal i com segueix:

R'R,~Z'HZ,
~ (14 uel) Z'HZ (1 + equ’)
~ (1+uey)R'R(1+ equ')
~ (R' +uR})(R+ Ryu")
4
R, = (R+ R,u")

essent R, la g-cssima columna de R. Una descripcié més detallada d’aquest procés pot ser
trobada a [58].

iv) Actualitzacié quasi-Newton.

Quan hi ha un moviment de x; a x;4; Paproximaci6 R'R de Z'H(z;)Z ha de ser
modificada per tenir en compte la nova hessiana reduida Z*H (z;,1)Z. A la implementaci6
desenvolupada s’ha usat la ben coneguda formula d’actualitzacié BFGS (Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno) de la matriu hessiana [30], la qual en aquest cas pot ser escrita com:

1 1
R,R,=R'R+ — - Yyt + - g-9% (5.17)
a yps 9:Ds

on a* és la passa oOptima obtinguda en fer ’exploracié lineal (pas (5) i) de A5.1), g, és
el gradient reduit Z'g(z;) al punt z;, ps és la direccié superbasica (trobada al pas (3) i)
de A5.1), i y es defineix com y = g(x;41) — g(x;). La segilient proposicié mostra com s’ha
calculat la nova matriu de factoritzacié R, a partir de I'anterior R a la implementacié
desenvolupada.
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Proposicio 5.1.
Donada la férmula BFGS d’actualitzacié

1

1
R'R,=R'R+ yy' 4+ —
gips

t
a*y'ps 929

1

1
Vv = glps’ Varytps

(01,02 € IR ; v,0,p € IR®, essent s la dimensié de R),

i definint 1 = 0o = , v tal que R'v = g,, v = =610, i p = doy + 019-

aleshores R, pot ser calculada com R,, = R+vp’. (Aix{ és com estd implementat al paquet
MINOS [59])).

Demostracio.
Es veura que, definint R, = R + vp’, llavors Rl R, = R'R + a*yltps yyt + gtzs 9-9%,
essent R,,, per tant, la nova matriu de factoritzaci6é. Efectivament, pot comprovar-se que:

R' R, = (R + po")(R + vp")
= R'R+ R'vp" + pv' R + p(v'0)p’
(usant que v = —d1v)
= R'R + (=01)R'op" + (=61)pv' R + &% (v'v)pp'
(usant que R'v = g.)
= R'R+ (—61)g.p" + (—61)pg’ + 6% (viv)pp*
(usant que p = a2y + 619.)
= R'R — 61029.y" — 619.9% — 6162yg% — 619-9. + 07 (v'v)pp’
= R'R — 6102(g:y" +ygt) — 207g.9. + &7 (v'v)pp’ (5.18)

Donat que p = 62y + 19, llavors pp’ pot ser expressat directament com:

pp’ = (02y + 019:)(d2y" + 019%)
= 03yy" + 0201ygL + 610299 + 019.9. (5.19)
Ara es mostrard que el coeficient 67 (viv) és igual a 1. La direccié de descens superbasica

pg 6és calculada com R'Rps = —g,. Donat que R'v = g, es té que v = —Rpg. Per tant
viv = pLR*Rps = —pkg,. Com que §; = \/ﬁ, directament es té

1
62 (vto) = —pkg,) =1 5.20
H0') = — - (-p5g:) (5:20)

Substituint (5.19) i (5.20) a (5.18) tenim:

RLR, = R'R — 6169(g.y" +ygl) — 2079.9° + d5yy" + 6261y9" + 61629.9" + 61g.9"
= R'R—63g.9" + 65yy’"



70 Capitol 5. Fluxos no lineals multiarticle per particionament primal

1
=R'R+ ——g.9: + ——wy
9zPs a‘y'ps
obtenint el resultat desitjat.
|

El principal avantatge del metode quasi-Newton respecte el metode de Newton-truncat
és que no requereix avaluacions addicionals de la funcié objectiu. Per a funcions objectius
que tinguin una avaluacié costosa aixo pot suposar un important estalvi de temps. Per altra
banda, la matriu R ha de ser emmagatzemada de forma densa (s’emmagatzemen s(s+1)/2
components) per poder realitzar eficientment les operacions d’eliminacié i addicié6 d’una
columna, i actualitzaci6 BFGS. Tanmateix, en el cas de tenir un nombre de variables
superbasiques molt elevat, la gestié de R pot esdevenir prohibitiva. L’opcié per defecte de
la implementacié realitzada usa el metode quasi-Newton fins que s’assoleix un determinat
nombre de variables superbasiques (aquest valor pot ser modificat per 1'usuari), passant a
usar aleshores el metode de Newton-truncat.

5.3.3 Test d’optimalitat al subespai actual.

A cada iteraci6 s’ha de comprovar si el punt optim del subespai actual ha estat assolit
(pas (1) i) de A5.1). Tanmateix, el test realitzat és molt més exhaustiu que la simple
verificaci6 de si ||g.|| < €,.. La implementacié6 feta discerneix entre dues situacions: quan
encara no s’ha assolit el conjunt optim de constriccions actives (per tant, s’esta lluny del
punt optim), i quan ja estem al conjunt optim de constriccions actives i només cal fer una
darrera i més acurada optimitzacié al subespai actual. La variable sa ens dira quina és la
situacié actual, i pot prendre els valors “lluny” o “a prop” depenent de si som al primer
o al segon cas. S’usen sis variables logiques (7;) per decidir si el punt optim del subespai
actual ha estat assolit. Cada T; és definida com segueix:

Ty = (a*llpslh < (3% + Ve (L + |les|h))

Ty i= (JAf] < (3 +en) (1 + | f])

Ty = (|lgsll < T,.)

Ty = (ngHoo < max{ng/lO,sge(Hle)})

Ty = ((T5_és_activa) i (sa = “lluny”) i (nmateiz < MAXmateix))
Te := (nactual < MAXactual)

e T%: El primer test, T}, controla si la norma 1 del moviment actual en les variables
superbasiques a*||pg||1 és significatiu respecte la norma 1 de les components su-
perbasiques a U'iterat actual ||xg]||1, usant a la comparacié la precisié de la maquina
ey 1 el valor 3% que depén de la variable sa (si sa= "a prop” aquest valor sera
menor que quan sa= “lluny”, exigint un menor moviment per satisfer el test).

e T5: El segon test, Tb, sera cert quan la variacié en la funcié objectiu |Af| no és
significativa respecte el valor absolut de f a literat actual (| f[). El valor 5" usat a

., N . . . “ "’ “ll 1’
la comparaci6 depen de la variable sa, i, com al cas previ, e PP << e MY
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e T3: En realitzar el test T3, la tolerancia Ty, ja ha estat previament calculada com
Ty. = 05119200, on g2 era el gradient reduit al primer punt del subespai actual, i
Nge € [0, 1] és un valor que pot ser escollit per I'usuari. Per tant, aquest test intenta
controlar quan s’ha assolit una suficient reduccié del gradient reduit des que s’inicia

I'optimitzacié al subespai actual. Quan sa =%“a prop” és desitjable imposar una

“Iluny’’
gz '

e T,: Elsegiient test, Ty, sera cert si el gradient reduit és prou petit com per considerar
el punt actual com a optim del subespai actual. En aquest cas el valor €4, no depén

. ., . . “ 17
major reduccio, i llavors, com als casos previs, n,* PP <<
z

de com de lluny estem del conjunt optim de constriccions actives (variable sa), i
€(||w]]1)} és una funcié que depen del vector de multiplicadors 7 calculat al pas (6)
i) de A5.1. A la implementacié actual €(||r||1) s’ha definit com:

[I7]l1
e(||7|]1) = max{1, \/m} (5.21)
on m era el nombre de nodes, k el nombre d’articles, n el nombre d’arcs i ¢ el nombre
de constriccions a banda. El coeficient \/mk + n + t representa un intent d’escalar
les tolerancies d’optimalitat segons la mida del problema.

e T5,Ty: Els dos darrers tests s’han inclos per poder tractar funcions molt poc “suaus”
(entenent per “suaus” funcions que no tenen canvis de pendent molt sobtats), en
les quals I’aplicacié unica dels quatre tests previs podria provocar una convergencia
molt lenta. El primer d’aquests tests (15) per defecte es troba inactiu (1'usuari pot
decidir activar-lo si ho desitja) i només s’aplica quan sa= “lluny”. Tj esdevindra
cert si els tres primers tests, 17,75 i T3, donen el mateix resultat (comptatge portat
per la variable nmateix) durant M AXmateix iteracions consecutives al subespai
actual (on el valor M AXmateiz pot ser escollit per I'usuari). El segon test, (1)
controla si el nombre d’iteracions al subespai actual (nactual) és major que un
maxim nombre permes d’iteracions M AX actual.

Un cop els sis tests logics han estat fets, es considerara que ’0ptim del subespai actual
s’ha assolit si la variable logica T és certa, on T' es defineix com:

T:Z(T11T21T3)0T4OT50T6

Per tant, al pas (1) i) de A5.1, la condicié que realment és verificada per veure si s’ha

d’anar al pas (3) és “si T' és certa” en comptes de “si ||g.|| > €,, "

5.3.4 Eleccio6 de la variable no basica que esdevindra superbasica.

Al pas (2) ii) de Ab.1, el procés d’eleccié d’una variable no basica va ser reduit a
Escollir una A\, que violi (5.12) o (5.13), amb la seva columna associada N,. De fet
la implementacié realitzada contempla un algorisme forca més sofisticat per escollir la
variable que esdevindra superbasica, punt crucial del procediment ja que una mala eleccid
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o unes tolerancies poc acurades poden significar una molt lenta convergencia en el procés
de cerca del conjunt optim de constriccions actives.

El segiient algorisme mostra la seqiiencia exacta de passes en que el punt (2) ii) de A5.1
és expandit a la implementacié realitzada. L’algorisme usa una tolerancia T, per escollir
un bon multiplicador \,. Al principi de la fase 2 aquesta tolerancia és inicialitzada amb
un valor arbitrari gran qu. La variable sa per saber com de lluny estem del conjunt optim
de constriccions actives és també consultat i actualitzat en aquest algorisme. La funcié
€(||7||1) va ser definida a (5.21), i la tolerancia T, —per detectar una reducci6 suficient en
la norma del gradient reduit ||g.||cc— ja ha estat introduida a la secci6 anterior. El valor
€opt, escollit per I'usuari, és la precisié d’optimalitat requerida al punt optim (per defecte
€opt = 1079). Cal remarcar que al pas 1 sempre s’escull el major dels valors 1.12 - ||g.]|co i
Ty, per procedir a buscar un bon multiplicador A,, seguint la recomanacié de [58]. Aixo es
fa perque el valor A\, escollit sera afegit com a component del nou gradient reduit, el qual
implica que aixi garantim que aquest valor sera significatiu respecte la resta de components
de l'actual gradient reduit g,.

Algorisme A5.3. Eleccié de la variable no basica que es-
devindra superbasica.

) En comencar la fase 2 inicialitzem T := qu i sa:= “lluny”.
) T, = max{T),,1.12-[|g.||sc }
2) Buscar el primer A, tal que [\;| > T}, o bé, si no n’hi ha cap, el major |A,|.
) Si (|Aq| = T),) anar a 7).
) Cap multiplicador satisfa la tolerancia actual T}, .
Si (|Aql > €opte(||m]|1)) Navors
i) Ty, = max{|Aq|/10, eopre(||7[[1)}-
ii) Anar a 7).
5) Cap multiplicador és major que la tolerancia d’optimalitat eqpee(||m]]1). Es-
tem a prop de ’optim.
Si ((sa = “a prop”) o (||gz|lec < €opee(||m|]1))) llavors anar a 8).
6) Cap multiplicador és major que la tolerancia d’optimalitat i el punt no
satisfa les condicions d’optimalitat. Ajustem les tolerancies per una opti-

mitzacié més acurada —probablement la darrera— al subespai actual.

b7 o mdT gl

10
ii) Si (Ty, < €opte(||m||1) Navors
- sa:= “a prop”.
- Ty, = eopre([[71)-
iii) Continuar amb el pas (3) de I'algorisme A5.1.

7) Una A, escaient ha estat trobada:
i) Actualitzar ||g.||co := max{|Aq|, [|g2||oc }-
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i) Actualitzar Ty, := 05%||g:||oc-
iii) Si (sa = “a prop”) llavors sa:= “lluny”.
iv) Continuar amb el pas (2) iii) de A5.1.
8) El punt actual satisfa les condicions d’optimalitat. Anar al pas (8 )de A5.1 (la
solucié optima ha estat trobada).

La idea d’aquest algorisme consisteix en usar inicialment unes tolerancies T  ar-
bitrariament grans i en reduir-les quan no s’ha pogut trobar cap multiplicador amb un va-
lor major. Aquest valor és reduit fins que s’arriba a la tolerancia d’optimalitat eqpie(]|7]|1)-
Quan aixo ocorre, es pot considerar que el conjunt optim de constriccions actives ha es-
tat assolit, i la tolerancia T,, és ajustada per una darrera i més acurada optimitzaci6 al
subespai actual.

5.3.5 Variables superbasiques quasi-actives.

En solucionar Z*HZpg = —g¢., la implementacié feta permet considerar un conjunt
de variables superbasiques que seran referides com a variables superbasiques quasi-actives.
El conjunt de variables quasi-actives es defineix com:

It = {Z : ‘SL’SZ‘ < Egact 1 9z, < O} U {Z : ’xsi —Ts,

< €qact 1 gz, > 0} (5.22)

essent xg el vector de variables superbasiques, Tg les seves fites superiors, g, el vector gradi-
ent reduit, i €44+ un valor proper a 0 usat per determinar quan una variable superbasica és
propera a la seva fita i cal considerar-la quasi-activa. La resta de variables superbasiques
es consideraran pertanyents al conjunt Z—. Quan l'opcié de considerar aquest tipus de

variables superbasiques és activa, Z'H Zpg = —g, sera solucionat de la segiient forma:
Z'HZ7- | 0O —9-
z PSp— | _| "9z (5.23)
0 Iz+ Ps_, —G2 4

on Mz« (* pot ser ™ o ) és el vector (matriu) composat per les i-eéssimes components
(files i columnes) de M tal que i € Z*. Per tant la soluci6 de (5.23) és directament:

Z'HZ - ps,. =G, (5.24)

pSI+ _gZI+ (525)

Per la definicié de (5.22), queda clar que usant la direccié6 de descens ps,, calculada
a (5.25) obligarem a les variables quasi-actives a prendre un valor allunyat de la seva
fita (tot mantenint la factibilitat) en fer 'actualitzacié del nou punt al pas (5) ii) de
A5.1. El motiu per usar aquest moviment pg és, doncs, evitar trobar possibles direccions
de descens mitjancant Z'HZpg = —g, que obliguessin a prendre el valor @ = 0 al pas
(4) i) de A5.1 (una passa degenerada). El fet d’evitar aquest tipus de passes en aquest
cas elimina la possibilitat de ciclatge en el procés d’introduccio i eliminacié de variables
superbasiques. L’opcié per defecte és no usar les variables quasi-actives. Tanmateix, quan
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una passa degenerada és assolida, provocada per una variable superbasica quasi-activa,
I'opcié s’activa automaticament —només a la segiient iteracié— per tal d’evitar 'inici
d’un possible ciclatge.

5.3.6 Estructures de dades.

A §4.4.4 es van comentar breument algunes de les estructures de dades usades en la
implementacié del particionament primal per a problemes lineals. Donat que aquell era
un cas particular del metode descrit en aquest capitol per a problemes no lineals, totes les
estructures que alla van ser comentades continuen essent usades en la implementacié no
lineal. A més, al cas no lineal apareixen noves estructures, associades amb el fet de disposar
de variables superbasiques. Comentarem molt breument tres d’aquestes estructures.

1.- Estat dels arcs. A diferencia del cas lineal, on un arc només podia ser basic o no basic,
al cas no lineal s’afegeix la nova categoria d’arc superbasic. En tot moment cal poder
saber, donat un arc qualsevol j, a quin dels tres tipus pertany. Aixo s’aconsegueix
mantenint un vector de doble entrada statarc(1:n,1:k), on cada component pot pren-
dre els valors 1, 2 0 3 (on 1 significa “basic”, 2 “no basic”, i 3 “superbasic”). Ales-
hores, per coneixer 'estat de I'arc j de I'article 7, només caldra consultar el valor de
statarc(j,i).

2.- Folgues. Ja va ser comentat a §4.4.4 com s’emmagatzemava la informacié relativa a
les folgues. Concretament, si es volia coneixer quines folgues eren no basiques, donat
que aquestes estaven associades a les constriccions actives del conjunt |.A|, només calia
recorrer el vector actives, de forma que actives(l)==j ens indicava que la [-éssima
constriccid activa corresponia a la j-éssima constriccié de capacitat mitua (cas +j) o
a banda (cas —j). D’aquesta forma es determinava que la folga associada amb aquesta
constriccié de capacitat mtitua o a banda era no basica, ja que no apareixia a la base
B. Al cas no lineal, pero, el fet de que no aparegui a B no significa que sigui no
basica, ja que bé podria ser una folga superbasica. Per solucionar aixo es pot disposar
de dos vectors per coneixer l'estat de cada folga, anomenats statslem(1:n) —per a les
folgues de les constriccions de capacitat mitua— i statslcb(1:t) —per a les folgues
de les constriccions a banda—, de forma que si statslem(/)=0 (o statslcb(l)=0)
es considerara la folga no basica, mentre que si statslem(l)=1 (o statslcb(l)=1)
es considerara superbasica. Donat que només cal fer aquesta distincié a la fase 2 de
l’algorisme (ja que és la tinica on poden apareixer folgues superbasiques), aquests dos
vectors sén usats com espai de treball durant la fase 1 per emmagatzemar informacié
relativa a les variables f.,, i fo de les equacions (4.34), (4.35), i (4.36), les quals
emmagatzemen les infactibilitats del problema.

3.- Variables superbasiques. Per tal de saber quines variables sén superbasiques, es dis-
posa de dos vectors de dimensié s (nombre de superbasiques) anomenats ksup(1:s)
i jsup(l:s). La forma de procedir per determinar quina és la variable superbasica
j-essima contempla dos casos:
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e ksup(/)= 0. La [-essima variable superbasica sera una folga, i s’haura de consultar
el vector jsup per saber a quina constriccié es troba associada. Aixi, si jsup(l)=
+j (j>0) la variable superbasica sera la folga 5., (associada amb la constricci6
j de capacitat mitua), mentre que si jsup(l)= —j es tractara de la folga s, de
la j-essima constriccié a banda.

e ksup(l)= i. En aquest cas la [-éssima variable és un arc de 'article i. Per saber
I’arc de que es tracta haurem de consultar el valor de jsup(l) (és a dir, si ksup(l)=
i1 jsup(l)= j, larc j de l'article i és la [-essima variable superbasica).






Capitol 6

Experiencia computacional amb el particiona-
ment primal.

Al llarg dels capitols 4 i 5 s’han descrit les bases algorismiques del metode del parti-
cionament primal per problemes lineals i no lineals, aixi com certs aspectes de la imple-
mentacié desenvolupada, la qual ha donat lloc al paquet PPRN [11] (de Particionament
PRimal No lineal). En aquest capitol es fara una molt breu descripcié d’alguns aspectes
del codi, i es presentaran els resultats computacionals que amb ell s’han obtingut executant
una bateria de tests, tot comparant-lo amb d’altres codis especialitzats.

6.1 Breu descripcié del paquet PPRN.

PPRN és un codi especialitzat per solucionar els problemes (FMLCB) i (FMNCB),
basat en el metode del particionament primal per a problemes lineals i no lineals descrit als
dos capitols anteriors. Ha estat escrit basicament en Fortran-77 , i només s’han codificat
en ANSI-C les rutines que serveixen com d’interficie entre el paquet i 'aplicacié de 'usuari.
En total, el paquet PPRN consta de 18 fitxers Fortran-77 (que suposen un total de 16968
linies de codi) i 2 fitxers ANSI-C (amb 1224 linies de codi). A continuacié es fara una
breu descripcié d’alguns aspectes rellevants del paquet. Per una descripcié més acurada
adrecem al lector interessat al manual d’usuari del paquet, descrit a [11].

Les rutines escrites en ANSI-C, a més de servir com d’interficie entre I'usuari i el paquet,
son les encarregades de gestionar de forma dinamica la memoria requerida en executar
un model determinat. El fet d’usar assignacié dinamica de memoria evita innecessaries
recompilacions de tot el paquet per tal d’ajustar les dimensions dels vector a la mida del
problema, facilitant-ne el seu us.

PPRN pot ser usat de dos formes diferents: com a programa independent, o bé com
a subrutina dins d’una aplicacié més gran. Quan és usat com a programa independent, se
li ha de subministrar el problema a solucionar a través d’un fitxer, mentre que quan s’usa
com a rutina totes les dades li han de ser transmeses per la linea de parametres. En ambdds
casos, pero, la informacié a subministrar és la mateixa, i consisteix en les dimensions del
problema (nombre de nodes, arcs, articles i constriccions a banda), costos lineals per arc
i article, capacitats dels arcs per article, injeccions als nodes per article, capacitat mitua
dels arcs, topologia de la xarxa, limits inferiors i superiors de les constriccions a banda, i
estructura de les constriccions a banda.

Quan s’executa un problema lineal, amb la informacié previament detallada n’hi ha
prou per obtenir la solucié optima. Tanmateix, per al cas no lineal s’ha de subministrar

7
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una rutina per tal d’avaluar la funcié objectiu f(x) i el gradient g(x), donat un punt
factible z. Aquesta rutina, de nom qualsevol, és passada com un parametre més al paquet
PPRN.

L’usuari, a més, pot modificar diversos parametres, els quals controlen ’execucié del
paquet, a través d’un fitxer d’especificacions. Si aquest fitxer no és trobat per PPRN,
s’usaran els valors per defecte. En aquest fitxer s’han d’introduir comandes amb la sintaxi:
“Parametre_a_especificar ~ valor_del_parametre”. Hi ha un total de 30 parametres que
poden ser controlats per 1'usuari, la descripcié exhaustiva dels quals pot ser trobada a
[11]. A continuacié es presenta de forma resumida algunes de les opcions algorismiques
més significatives implementades a PPRN, les quals poden ser modificades per I'usuari.

1.- Fase 0. Tal i com es va comentar a §4.4.1.1, PPRN soluciona a la fase 0 un problema
de fluxos lineals uniarticle per a cada un dels k articles, usant una versié ampliada i
millorada de les rutines especialitzades LEXA descrites a [60]. L’usuari pot decidir
entre trobar el punt optim per aquests problemes, o simplement un punt factible.
L’opcié per defecte és trobar un punt factible.

Aixi mateix, durant la fase 0 pot ser activat un control per evitar passes degenerades,
mantenint una llista de variables no basiques que produirien una passa nulla. Per
defecte aquest control es troba inactivat, i en la majoria de casos aquesta és 'opcid
més eficient.

Un altre dels aspectes que poden ser controlats durant la fase 0 és la connectivitat
de la xarxa. En principi, PPRN requereix que tots els nodes de la xarxa han d’estar
connectats (és a dir, no es permet tenir grafs disjunts). Per defecte no es verifica
la connectivitat de la xarxa, i s’assumeix. Aix0, pero, pot provocar errors durant
I'optimitzacié. Per evitar aquest fet, el control de connectivitat pot ser activat.

2.- Freqiiéncia d’inversio de la matriu de treball. Aquesta freqiiencia, introduida i deno-
tada per v a §4.3.2.1, permet controlar cada quantes iteracions es calculara la matriu
@ (aplicant els resultats de les proposicions P4.3 i P4.4) i sera posteriorment factorit-
zada. El valor per defecte és v= 50 iteracions.

3.- Taxacio de les variables no basiques. Com ja va ser comentat a §4.4.2, es poden
considerar quatre tipus d’ordenacions de les variables no basiques. PPRN permet
escollir entre una d’aquestes quatre, de forma independent pel que fa a la fase 1 o la
fase 2. Per defecte ’ordenacié niimero 1 és usada en ambdues fases.

Aixi mateix, 'usuari pot controlar els parametres #nnb i #nblocs, introduits a
§4.4.2, que ens donen la dimensié dels blocs de taxacié i el nombre de blocs a taxar
respectivament. Per defecte es té que #nblocs= 10, i que #nnb es calcula com va ser
definit a (4.38) (si 'usuari, pero, fixa un valor determinat per #nnb, no s’aplicara el
calcul (4.38), i el valor de #nblocs deixara de ser rellevant).

4.- Optimitzacio a partir d’'un punt préviament salvat. PPRN pot iniciar I'optimitzacio
a partir d’'un punt qualsevol. Aquest punt es troba emmagatzemat dins un fitxer que
s’ha generat en una execucié previa del paquet. Per defecte no es llegeix cap fitxer
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amb un punt inicial, i 'usuari haura d’explicitar el nom d’aquest fitxer si no vol que
I’execucié s’inicil en un punt per defecte. Aixi mateix, PPRN salva l'estat actual de
I’execucié en funcié d’un parametre que també pot ser modificat per 'usuari. Per
defecte, ’estat actual és salvat cada 500 iteracions.

Calcul de la direccio de descens. El calcul de la direccié de descens per a les variables
superbasiques pg pot ser escollida entre tres opcions. La primera consisteix en usar la
direccio de —g,, de calcul facil, pero de convergencia lenta. Les altres dues ja van ser
comentades a §5.3.2, i consisteixen en usar el metode de Newton-truncat o un metode
quasi-Newton. L’opcié per defecte consisteix en usar el metode quasi-Newton, en
general més eficient, a no ser que el nombre de variables superbasiques es faci massa
gran.

Quan s’usa el metode de Newton-truncat per calcular la direccié de descens, es
pot afegir una condicié d’acabament addicional, a banda de les dues que ja incorpora
I’algorisme A5.2. Aquesta consisteix en fixar un nombre maxim d’iteracions permes,
reduint el cost del procés (recordem que a cada iteracié es requereix una avaluaci6
addicional de la funcié objectiu) a costa d’obtenir pitjors direccions. Per defecte aquest
limit maxim esta en 20 iteracions, tot i que pot ser modificat per I'usuari.

També usant I'algorisme de Newton-truncat, I'usuari pot determinar el parametre
g9 € [0, 1],el qual va ser usat a §5.3.2.1 per controlar la bondat de la solucié obtinguda
quan ens trobavem lluny de I’optim. Com més a prop estigui 5 de 0, més acurat sera
el punt trobat, i més costds el seu calcul. El valor per defecte és 0.5.

Control del nombre de variables superbasiques que determinen el canvi de métode
per calcular la direccié de descens. Aquest parametre es troba directament associat
amb el punt anterior, i amb ell I'usuari pot controlar a partir de quin nombre de va-
riables superbasiques es passara a usar el metode de Newton-truncat en comptes de
lactual metode quasi-Newton (naturalment aquest control només té sentit si es co-
menga ’execucié usant el metode quasi-Newton). Per defecte el valor limit considerat
és de 500 variables superbasiques.

Exploracié lineal. Per realitzar ’exploracié lineal s’ha usat la rutina GETPTC del
paquet MINOS [59] d’optimitzacié. Aquesta rutina ve controlada per un parametre
a; € [0,1]. Com més a prop «; estigui de 0, més acurada sera I'exploracié lineal. El
valor per defecte és oy = 0.1.

Precisié de I'optimitzacio al subespai actual. El metode de les constriccions actives,
descrit a l'algorisme A5.1, es basava en successives optimitzacions al subespai actual
de les variables superbasiques, per tal de reduir la norma del gradient reduit g, en
el primer iterat d’aquest subespai. Aquesta reduccié venia controlada pel parametre
Nge € [0, 1], usat a §5.3.3 1 §5.3.4. L’usuari pot modificar aquest valor quan sa= “lluny”

(el valor per defecte és 0.5). Quan sa= “a prop” el valor es fixe i val ngza PTOP™_ 1.

Precisié d’optimalitat. A §5.3.4 es va usar el parametre €,,; com a tolerancia d’optimalitat

a imposar al punt que es consideri solucié del problema. Per defecte es té que €,p=
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1075, Valors més petits d’aquest valor donen lloc a dOptims més acurats (tot i que no
és recomanable disminuir-lo massa per evitar problemes de precisio i de convergencia,
i, en general, el guany obtingut no sera significatiu).

Cal fer notar que PPRN, tot i haver estat dissenyat per solucionar problemes mul-
tiarticle (tant lineals com no lineals), pot ser usat també com a paquet especialitzat per
resoldre:

e problemes de fluxos uniarticle (lineals i no lineals)
e problemes de fluxos uniarticle amb constriccions a banda (lineals i no lineals).

Per solucionar problemes uniarticle lineals només caldra executar la fase 0 amb ’opcid
d’obtenir un punt optim. Si el problema és no lineal, després d’executar la fase 0 es passara
directament a la fase 2 (la fase 1 no intervé donat que no hi constriccions a banda) per
tractar les no-linealitats.

Si el problema definit només té un tnic article (k=1) i constriccions a banda, aleshores
PPRN es comportara com un codi especialitzat per solucionar problemes de fluxos amb
constriccions a banda. A diferencia d’altres codis, perd, com ara els presentats a [37,38,50]
(tots ells basats també en un particionament de la base per a problemes amb constriccions
a banda [49]), PPRN considera una dimensi6 variable de la matriu de treball, com va
ser descrit al capitol 4, la dimensié de la qual esta associada al nombre de constriccions
actives. Per la seva banda, les altres implementacions consideren sempre una matriu de
treball de dimensio fixa i igual al total de constriccions del problema. Naturalment, si totes
les constriccions del problema sén d’igualtat, al punt optim la dimensié de la base sera la
mateixa per les dues estratégies (dimensié fixa i variable), ja que totes sén actives. Per
contra, si el nombre de constriccions de desigualtat és significatiu (i pot esperar-se que a
I’optim només una part d’elles siguin actives), gestionar matrius amb dimensié varible pot
suposar un estalvi de temps important respecte haver de tractar una matriu de dimensié
fixa i major.

6.2 Problemes test usats.

En aquesta seccié es descriuran els problemes test usats per comparar el rendiment
del paquet PPRN respecte altres codis especialitzats. Es fara una clara diferenciacié entre
els tests lineals i els no lineals.

6.2.1 Problemes test lineals.

S’han usat dos tipus de problemes lineals. El primer tipus ha estat obtingut de diversos
generadors automatics de xarxes, mentre que el segon consisteix en problemes reals que
apareixen en el camp de la coordinacié hidrotermica. Passem a descriure, tot seguit les
caracteristiques de cada problema en concret.
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6.2.1.1 Problemes lineals obtinguts de generadors automatics.

S’han usat dos tipus de generadors automatics. El primer grup consisteix en quatre
generadors de problemes de xarxes uniarticle (Rmfgen [32], Grid-on-torus, Gridgraph i
Gridgen), obtinguts del conjunt de generadors distribuits pel First DIMACS International
Algorithm Implementation [25]. El segon grup, per la seva banda, esta format només per
un tnic generador multiarticle, anomenat Mnetgen [4]. Tots aquests generadors han estat
obtinguts via ftp anonim de dimacs.rutgers.edu i es troben al directori /pub/netflow.

1. Generadors DIMACS.

Els generadors del primer grup generen una sortida en format DIMACS la qual conté
un problema uniarticle. Aquesta sortida proporciona la segiient informacio:
- El nombre de nodes i arcs de la xarxa.
- Les injeccions (positives i negatives) als nodes de produccié i demanda.
- Per a cada arc, els seus nodes origen i desti, les capacitats minima i maxima, i els
coeficient de cost lineal.
Tot i que PPRN pot tractar constriccions a banda, els problemes obtinguts amb aquest
generador no en tenen cap. A més, com ja ha estat esmentat previament, generen un
problema uniarticle, el qual ha de ser convertit a un problema multiarticle. Per a aquest
proposit s’ha desenvolupat un conversor de problemes uniarticle (llegits en format DI-
MACS) a problemes multiarticle (directament en format que pugui ser llegit per PPRN).
Aquest conversor es basa en el segiient algorisme (on m és el nombre de nodes, n el nombre
d’arcs, k el nombre d’article desitjat, b)) sén les injeccions del problema uniarticle, 7(*)
sén les capacitats del problema uniarticle, i ¢(1) és el vector de costos uniarticle):

Algorisme A6.1. Conversié de problemes DIMACS uni-

article a multiarticle.
peri=1fins k
fr; := random(3 , 1)
fi_per

per j = 1 fins m
ro= bgl)
per i=1fins k
(@ ._
b;” == fri-r
fi_per
fi_per
per j = 1 fins n
—
T
peri=1 fins k
Egi):: fri-r
fi_per
fi_per
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per j=1finsn
(1)

ri=c;
peri=1 fins k

cg.i) := random(0 , )
fi_per

fi_per

On “random(a,b)” és una funcié que retorna un valor aleatori z, a < x < b (derivada de
[71]). Cal observar que les capacitats dels arcs i les injeccions dels nodes del problema
multiarticle s’obtenen com a fraccié fr; de les capacitats i injeccions originals de la xarxa
uniarticle, on fr; sempre es troba entre 1/2 i 1. La rad per no permetre valors de fr;
menors que 1/2 és evitar tenir xarxes multiarticle on, o bé les injeccions serien tan petites
que no apareixeria cap constriccié de capacitat mutua activa a I’optim, o bé les capacitats
dels arcs serien tan properes a 0 que podria no existir una solucié factible.

Per cada un dels quatre generadors DIMACS s’han creat vuit instancies, referenciades
com L;), 1=1,...,4, j=1,....,8. D’aquestes, les quatre primeres corresponen a problemes
amb una xarxa de tamany mig i pocs articles, mentre que les quatre darreres son proble-
mes amb xarxes petites i molts articles. En generar els problemes de pocs articles s’han
considerat per tots els generadors xarxes amb 1, 4, 8 i 16 articles. Per al cas de molts
articles s’ha treballat amb 50, 100, 150 i 200 articles.

A continuacié passem a descriure les principals caracteristiques de cada un dels gene-
radors. Tots ells necessiten d’una llavor inicial per generar nombres aleatoris, i aquesta ha
estat en tots els casos el valor enter 3141592.

1.a) EIl generador Rmfgen.

El generador Rmfgen, desenvolupat per Goldfarb i Grigoriadis [32], a partir dels
parametres d’entrada a, b, ¢; i ¢o crea una xarxa formada per b subxarxes quadrades
de mida a x a (per tant el nombre de nodes total sera a x a x b). A cada subxarxa els nodes
es troben connectats amb els seus veins (endavant i endarrere). A més, els nodes de cada
subxarxa estan connectats a un dels nodes de la segiient subxarxa usant una permutacié
aleatoria de nodes. Hi ha una injeccié positiva de flux al node superior esquerre de la
primera subxarxa, i el node pou és l'inferior dret de la b-essima subxarxa. Les capacitats
sén enters escollits aleatoriament dins el rang (c1, ¢2), per als arcs que interconnecten dues
subxarxes, i co X a X a, per als arcs de dins d’una subxarxa.

En aquest treball el generador original ha estat ampliat amb dos parametres addicio-
nals cost i dem, per tal de produir un cost per cada arc (escollit aleatoriament dins el rang
(0, cost)) i un flux (escollit dins el rang (0, dem)) que sera injectat al node de producci6 i
haura de sortir pel pou.

La taula 6.1 mostra les caracteristiques dels problemes generats amb Rmfgen. Els
primers quatre problemes (L;) j=1,...,4, amb xarxes de tamany mig i pocs articles) s’han
generat usant els parametres: a= 16, b= 8, c;= 0, co= 10000, cost= 1000, dem= 1000. Per
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) j=5,...,8) s’han emprat

la seva banda, per als quatre problemes amb molts articles (le
a=4, b= 8, c;= 0, co= 4000 (per L} i L), ca= 6000 (per L3)), co= 8000 (per LY)), cost=
1000, dem= 1000. La primera columna de la taula, “test”, és el nom del problema concret.
La columna £k denota el nombre d’articles del test. Les columnes “nodes” i “arcs” donen el
nombre d’arcs i nodes de la xarxa A, mentre que “files A” i “columnes A” representen el
nombre total de constriccions i variables de la matriu del problema multiarticle A definida
a (2.11). Finalment, la columna “Valor Optim” indica el valor de la funcié de cost lineal

al punt optim.

Taula 6.1. Problemes generats amb Rmfgen.

test | k | nodes | arcs | files A | columnes A | Valor Optim
Li) 1 2048 | 9472 | 2048 9472 375675.1
L;) 4 2048 | 9472 | 17664 47360 2027285.0
Lé) 8 2048 | 9472 | 25856 85248 4506263.3
Li) 16 | 2048 | 9472 | 42240 161024 9870432.7
Lé) 50 128 496 | 6896 25296 11839382.1
Lé) 100 | 128 496 | 13296 50096 27150952.5
L;) 150 | 128 496 | 19696 74896 39835825.1
Lé) 200 | 128 496 | 26096 99696 54343948.3

1.b) El generador Grid-on-torus.

El generador Grid-on-torus va ser desenvolupat per A.V. Goldberg (1991, Dept. of
Computer Science, Stanford University). Genera un problema de transport en una xarxa
que recobreix un tor. Requereix cinc parametres enters:

e M: el nombre de nodes.

e N: el nombre d’arcs.

e MAXCAP: la capacitat maxima dels arcs (la minima és sempre 0).
e MAXCOST: el cost lineal maxim per cada arc.

e LLAVOR: valor per generar nombres aleatoris.

La taula 6.11 mostra les instancies generades amb Grid-on-torus. Els problemes
amb pocs articles (Li), j=1,...,4) han estat generats usant: M=1500, N=9000, MAX-
CAP=10000, MAXCOST=1000, LLAVOR=3141592. La injeccié de flux a la xarxa ha
estat posteriorment dividida per 10 per tal d’obtenir problemes multiarticle factibles. Per
al cas de problemes amb molts articles (Li), j=b,...,8) els parametres usats han estat:
M=100, N=600, MAXCAP=10000, MAXCOST=1000, LLAVOR=3141592. Com al cas
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Taula 6.11. Problemes generats amb Grid-on-torus.

test | k | nodes | arcs | files A | columnes A | Valor Optim
Lf) 1 1500 | 9000 | 1500 9000 36896.8
Lg) 4 1500 | 9000 | 15000 45000 187962.0
Lg) 8 1500 | 9000 | 21000 81000 1197048.7
LZ) 16 | 1500 | 9000 | 33000 153000 5876840.3
L? 50 100 600 | 5600 30600 5207622.6
L? 100 | 100 600 | 10600 60600 12922703.9
Li) 150 | 100 600 | 15600 90600 22663204.5
L? 200 | 100 600 | 20600 120600 36829147.5

previ, la injeccié de flux ha estat dividida, en aquest cas per 100. EIl significat de les

columnes de 6.11 és el mateix que el de la taula 6.1.

1.c) El generador Gridgraph.

El generador Gridgraph va ser desenvolupat per M.G.C. Resende (1991, AT&T Bell
Laboratories). Requereix cinc parametres (h, w, MAXCAP, MAXCOST i LLAVOR), i a
partir d’aquests genera un graf amb h X w + 2 nodes: un node de produccié s, un pou t, i
una xarxa rectangular de h X w nodes. Els arcs van:

e De s als h nodes de la primera columna de la xarxa.

e Dels h nodes de la darrera columna de la xarxa a t.

e Del node (7, ) als nodes (i +1,7) i (j + 1,1), excepte per a la darrera fila, la qual va de
(h,j) a (h,j 4+ 1), i la darrera columna, la qual va de (i,w) a t.

Les capacitats dels arcs és distribueixen uniformement entre 0 i MAXCAP. Els arcs
connectats al node de produccié s o al pou t no tenen capacitat maxima. Els costos dels
arcs es distribueixen uniformement entre 0 i MAXCOST. Els arcs que uneixen s i ¢ amb
la xarxa tenen cost zero. Es genera una injeccié de flux a s, el qual ha de ser transportat
per la xarxa fins arribar a t. Aquest flux per defecte generat per Gridgraph ha hagut de
ser reduit per a cada test en particular en convertir el problema en un de multiarticle, per
tal de mantenir la factibilitat.

La taula 6.111 mostra les instancies obtenides amb Gridgraph. Els problemes amb pocs
articles (Lj.’), j=1,...,4) s’han generat amb els parametres: h=>50, w=50, MAXCAP=10000,
MAXCOST=1000, LLAVOR=3141592. El flux transportat de s a t ha estat de 15000
unitats per L:f) i Lg), 1 3000 unitats per Lg) i Li). Els problemes amb molts articles
(Lg) j=b,...,8), per la seva banda, s’han generat usant: h=15, w=15, MAXCAP=10000,

7 )

MAXCOST=1000, LLAVOR=3141592. El flux transportat és en aquest cas de 400 unitats



§6.2.1.1. Problemes lineals obtinguts de generadors automatics 85

Taula 6.111. Problemes generats amb Gridgraph.

test | k | nodes | arcs | files A | columnes A | Valor Optim
Li’) 1 2502 | 5000 | 2502 5000 94212753.2
Lg) 4 2502 | 5000 | 15008 25000 355884986.5
Lg) 8 2502 | 5000 | 25016 45000 128743093.6
LZ) 16 | 2502 | 5000 | 45032 85000 253615755.8

Lg) 50 227 | 450 | 11800 22950 27853327.9
Lg) 100 | 227 | 450 | 23150 45450 65144564.0
L;;) 150 | 227 | 450 | 34500 67950 27066715.2
Lg) 200 | 227 | 450 | 45850 90450 37964963.7

per Lg) i Lg), i 125 unitats per Li) i Lg). El significat de les columnes de la taula és el
mateix que a les taules anteriors.

1.d) El generador Gridgen.

El generador Gridgen va ser desenvolupat per Y. Lee and J. Orlin. Aquest crea una
xarxa amb un supernode addicional. A més dels arcs que connecten els nodes de la xarxa,
hi ha un arc per a cada node de produccié al supernode, i del supernode a cada centre de
consum per garantir la factibilitat. Aquests arcs tenen capacitats molt grans.

El funcionament del generador és tal com segueix. En primer lloc una xarxa de
nl X n2 nodes és generada. Els nodes es numeren de 1 a nl x n2, i el supernode sera
el node nl1 x n2 + 1. Aleshores es generen arcs entre nodes adjacents. Per aquests arcs,
I'usuari pot escollir entre obtenir dos arcs (un en cada sentit), o un tnic. En aquest
darrer cas els arcs es generen en sentits alternatius. Llavors els arcs entre el supernode i
els nodes de produccié/consum sén incorporats com abans s’ha esmentat. Si el nombre
d’arcs requerit no s’ha assolit, aleshores s’afegeixen arcs addicionals entre parells de nodes
escollits aleatoriament. No es comprova que hi hagi arcs multiples. Tanmateix, segur que
no hi ha arcs que apunten cap al seu node d’origen. Els nodes de produccié i consum sén
escollits de forma aleatoria dins la xarxa, igual que es fa amb les injeccions.

Els parametres d’entrada del generador sén:

e Arcs de doble sentit: 1 si es vol tenir dos arcs, un en cada sentit, i 0 altrament.

e Llavor: enter positiu per generacié aleatoria de nombres.

e Nombre de nodes: el nombre de nodes generats pot ser lleugerament diferent per acon-
seguir una xarxa escaient.

e Amplada de la xarxa.

e Nombre de nodes de produccio i pous.

e Grau promig: per comptar els arcs que van i venen del supernode.

e Flux total.
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e Distribucié dels costos dels arcs: 1 per uniforme, , 2 per exponencial. Si s’escull 1,
aleshores s’han de subministrar dos parametres addicionals: el cost minim i el maxim. Si
s’escull la distribucio exponencial llavors s’ha de donar el valor lambda de la distribucio.

e Distribucié de les capacitats dels arcs: 1 per uniforme, 2 per exponencial. Si s’escull
1, aleshores s’han subministrar la capacitat minima i la maxima. Si s’escull la distribucio
exponencial de nou s’ha de donar el valor lambda de la distribucio.

La taula 6.1v mostra les instancies generades amb Gridgen. Els quatre primers proble-
mes (L?) j=1,...,4), de pocs articles, han estat generats amb els segilient parametres: arcs
de doble sentit=0, llavor=3141592, #nodes=1000, amplada de la xarxa=75, #nodes de
produccié=50, #pous=30, grau promig=8, flux total=50000, distribucié dels costos dels
arcs=1, cost minim=0, cost maxim=1000, distribucié de les capacitats dels arcs=1, capa-
citat minima=0, capacitat maxima=10000. Els parametres per als problemes amb molts
articles (L?) j=5,...,8) han estat: arcs de doble sentit=0, llavor=3141592, #nodes=100,
amplada de la xarxa=20, #nodes de producci6é=10, #pous=10, grau promig=6, flux to-
tal=200, distribucié dels costos dels arcs=1, cost minim=0, cost maxim=1000, distribucié
de les capacitats dels arcs=1, capacitat minima=0, capacitat maxima=20000. El significat
de les columnes de la taula és el mateix que en taules anteriors.

Taula 6.1v. Problemes generats amb Gridgen.

test | k | nodes | arcs | files A | columnes A | Valor Optim
L‘ll) 1 976 | 7808 | 976 7808 5541980.3

L;l) 4 976 | 7808 | 11712 39040 23223474.9
Lg) 8 976 | 7808 | 15616 70272 61792270.7
Li) 16 | 976 | 7808 | 23424 132736 165808232.3

Lg) 50 101 606 | 5656 30906 1409470.3
Lg) 100 | 101 606 | 10706 61206 2940217.3
LL;) 150 | 101 606 | 15756 91506 4614971.4

Ly [200| 101 | 606 | 20806 | 121806 6440385.5

2. Generador Mnetgen.

El generador Mnetgen [4], a diferéncia dels anteriors, produeix directament un pro-
blema multiarticle (també sense constriccions a banda). Aquest generador requereix els
segiients parametres per tal de generar un model:

e LLAVOR: per generacié de nombre aleatoris.

e NODES: nombre de nodes de la xarxa.

e ARCS: nombre aproximat d’arcs multiarticle (és a dir tenint en compte les k repeticions
per a cada article).

e NSORC: nombre de nodes de produccié (purs —només emanen arcs d’ells— i de trans-
port —arriben i surten arcs).
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Taula 6.v. Parametres usats en la generacié de pro-
blemes amb Mnetgen.

test | NODES | ARCS | NSORC | NSINK | NCOMM | NTSORC | NTSINK | LCHAIN
LY | 50 | 120 | 20 20 4 08 08 06
LS | 300 | 5360 | 100 | 100 8 60 60 64
LY | 300 |10720| 100 | 100 16 60 60 64
LY | 400 |12800| 100 | 100 16 60 60 64
LY | 300 |20770| 100 | 100 31 60 60 64
LY | 300 |32160| 100 | 100 48 60 60 64

Taula 6.vi. Problemes generats amb Mnetgen.

test | k | nodes | arcs | files A | columnes A | Valor Optim
L | 4| 50 | 104 | 304 520 378009.3

LS | 8| 300 | 671 | 3071 6039 9890447.9

L |16 | 300 | 681 | 5481 11577 18700864.0
L | 16| 400 | 821 | 7221 13957 23697345.2
L | 31| 300 | 673 | 9973 21536 36907046.0
L |48 | 300 | 683 | 15083 | 33467 54636652.8

e NSINK: nombre de pous (purs i de transport).
e NCOMM: nombre d’articles.
e NTSORC: nombre de nodes de produccié de transport.
e NTSINK: nombre de pous de transport.
e LCHAIN: longitud de la cadena més llarga dins ’esquelet de la xarxa.
e MINCST: fita inferior dels costos dels arcs.
e MAXCST: fita superior dels costos dels arcs.
e MINSUP: fita inferior de la injeccié total de flux.
e MAXSUP: fita superior de la injeccié total de flux.
e MINBND: fita inferior de les capacitats de cada arc.
e MAXBND: fita superior de les capacitats de cada arc.
e MINCAP: fita inferior de la capacitat mutua.
e MAXCAP: fita superior de la capacitat mutua.
e PHICST: percentatge d’arcs amb cost elevat.
e PBND: percentatge dels arcs amb capacitat.
e PCAP: percentatge dels arcs amb capacitat mutua.
S’han generat un total de sis problemes amb Mnetgen, denotats per L?) j=1,...,6.
Hi ha uns parametres que han estat comuns a tots els problemes generats. Aquests
son: LLAVOR=3141592, MINCST=1, MAXCST=100, MINSUP=100, MAXSUP=1000,
MINBND=0, MAXBND=50, MINCAP=20, MAXCAP=200, PHICST=10, PBND=75,
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Figura 6.1. Exemple d’un sistema amb quatre em-
bassaments.

PCAP=60. D’altres parametres han estat variables, i sén presentats a la taula 6.v. Les
caracteristiques dels sis problemes generats es mostren a la taula 6.v1. El significat de les
columnes és el mateix que en taules anteriors.

6.2.1.2 Problemes lineals de coordinacié hidrotérmica.

El segon tipus de problemes lineals provenen del camp de la coordinacié hidrotermica a
llarg i a curt termini, segons els models proposats a [62] i [39] respectivament. A continuacié
es fara una molt breu descripcié del tipus de problema solucionat. Per a més detalls, el
lector interessat pot consultar els articles previament referenciats.

1. Problemes de coordinacié hidrotérmica a llarg termini.

La solucié de I'optimitzacié de la generacié hidrotermica a llarg termini en un compa-
nyia electrica, indica com distribuir al llarg d’un periode de temps la generacié hidraulica
a cada embassament del sistema d’embassaments per tal de minimitzar el cost esperat de
produccié termica. A la generacio a llarg termini, la disponibilitat de les unitats termiques,
la demanda d’electricitat i les aportacions d’aigua als embassaments no sén deterministes i
només es disposa de les seves distribucions de probabilitat. La demanda i la disponibilitat
de les plantes pot ser modelitzada a través de funcions de cost probabilista de produccié
respecte de la generacié hidraulica. El problema a solucionar és, doncs, minimitzar la
generacio a cada interval del nostre periode d’estudi, tenint en compte que les aportacions
d’aigua als nostres embassaments sén estocastiques.

Es important realitzar ’optimitzacio tenint en compte el conjunt sencer d’aportacions
probabilistes d’aigua. En aquest sentit, es pot usar un model que consideri diversos tipus
d’aigua en funcié de la seva probalitat. Aixo pot ser fet aproximant les funcions de densitat
de probabilitat de les aportacions, de cada embassament i a cada interval, per una funcié
de densitat de probabilitat de k-1 blocs d’arees p1,,...,, Pk, Zle p; = 1. Els articles del
problema sén, doncs, les quantitat d’aigua associades a cada probabilitat. El primer article
és I'aigua determinista (va de l'origen de la funcié de densitat de probabilitat fins la posici6
de I’eix on comenga el primer bloc rectangular), el segon article és 'aigua associada amb
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Ni)

Figura 6.2. Xarxa replicada multiarticle amb els flu-

xo0s d’aigua.

el primer bloc, i aixi fins arribar al k-essim article associat al bloc d’area prp_1. Es pot
derivar una expressié del cost esperat de produccié téermica a cada interval en funcié de les
quantitats dels diferents tipus d’aigua dedicats a emmagatzemament, generacio, bombeig
o vessament per cada embassament, i la funcié objectiu a minimitzar sera la suma del cost
esperat de produccié termica per tots els articles.

Donat un sistema d’embassaments com el de la Fig. 6.1, una xarxa replicada d’ella,
com mostra la Fig. 6.2, és usada per representar les constriccions de balang d’aigua per tots
els intervals. Els volums maxims dels embassaments i les descarregues maximes s’imposen
com a constriccions de capacitat mitua dels fluxos multiarticle dels arcs de volums (horit-
zontals) i arcs de descarrega (verticals i inclinats).

La funcié objectiu d’aquest problema (la suma del cost esperat de produccié termica
per tots els intervals) és no lineal, i en aquest cas s’ha considerat una versié linealitzada, la
qual penalitza —amb costos positius alts— els arcs de vessament, i incentiva —amb costos
negatius— les descarregues, ponderant cada article amb la seva disponibilitat en funcié de
les probabilitats pq,...,px. Els volums no intervenen en la funcié objectiu lineal definida.
Constriccions a banda addicionals poden ser imposades per tenir en compte limitacions en
la generacié i irrigacié.

La taula 6.vil mostra les caracteristiques dels cinc problemes de coordinacié hi-
drotermica a llarg termini considerats, els qual seran denotats per Lg), j=1,...,5. Pot
comprovar-se com el nombre d’articles en tots els casos és quatre, donat que amb aquest
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nombre de blocs la funcié de densitat per blocs ja aproxima suficientment bé la funcié
de densitat original. Hi ha una columna afegida respecte taules anteriors, denotada amb
“#c.b.”, la qual indica el nombre de constriccions a banda del problema.

Taula 6.vil. Problemes lineals de coordinacid hidrotermica
a llarg termini.

test | k | #c.b. | nodes | arcs | files A | columnes A | Valor Optim
L(li) 4 2 37 117 267 587 -1282480.0
Lg) 41 12 37 153 313 T -571304.7
Lg) 4| 18 25 98 216 508 -400688.8
LZ) 4 99 315 714 1578 -995067.1
Lg) 4 685 | 2141 | 4884 10708 71115082.6

2. Problemes lineals de coordinacié hidrotérmica a curt termini.

La solucié de la coordinacié hidrotermica a curt termini determina com distribuir la
generaci6 hidraulica (sense cost) a cada embassament d’un sistema d’embassaments, i com
fixar la generacié de les unitats termiques que han d’operar durant un periode de temps
curt, de forma que el consum de combustible durant aquest periode és minimitzat.

El model de xarxa usualment emprat a la coordinacié hidrotermica de curt termini ha
estat ampliat per afegir les unitat termiques de forma acoblada [39], imposant constriccions
de carrega i de reserva rodant sobre la generacié hidraulica i termica de cada interval, i
minimitzant directament els costos de produccié termica, sense desacoblar el problema en
subproblemes hidraulics i termics. Quan s’afegeixen constriccions de forma que la generacié
hidraulica més la termica han de satisfer la demanda i verificar els requeriments de reserva
rodant a cada interval, les tecniques de xarxes no poden ser aplicades perque la generacio
hidraulica és una funcié no lineal. Tanmateix, si aquestes constriccions son linealitzades,
poden ser usats algorismes especialitzats per optimitzar problemes de fluxos en xarxes amb
constriccions a banda. La generacié hidraulica ha estat, doncs, linealitzada en funcié de
les variables de la xarxa (volums inicials i finals, i descarregues, a cada embassament) per
tal de disposar de constriccions a banda lineals.

La base del model usat és la segiient. Sigui P; la poténcia de sortida de de la j-essima
unitat termica, i siguin ]_3j 1 P; els seus limits operatius superior i inferior: P; < P; < ﬁj.
La reserva rodant incremental (ISR) r7; de la unitat “j” és el total de potencia amb la
qual la generacié actual P; pot ser ampliada en un interval de temps donat. 77, és la ISR
maxima possible. De forma analoga, la reserva rodant decremental (DSR) rp; és el total
de potencia amb la qual es pot disminuir la potencia actual P;. El seu valor maxim sera
Tpj. LaISR rr;ila DSR rp; de la j-essima unitat verifiquen que ry; = mz’n{ﬂj,]_?j — P}
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Figura 6.3. Representacio de les funcions ISR i DSR.
a) Funcié reserva rodant incremental (ISR)
per a la j-essima unitat termica.
b) Funcié reserva rodant decremental (DSR)
per a la j-essima unitat termica.

Figura 6.4. Representaci6 de la xarxa de les varia-
bles de generacié termica.

i rpj = min{Tpj, P; — P}, i s6n representades per les linies gruixudes de Fig. 6.3a) i
Fig. 6.3D).

A la potencia P; es té una ISR r;; i una DSR rp;, i hi ha un marge de poténcia gr; > 0
des de la ISR ry; fins ﬁj — P; de forma que r7; +g1; = ﬁj — P;, i, de forma analoga, hi ha
un marge de poténcia gp; > 0 entre la DSR rp; i P; —Bj tal que rp; +gp; = P; —Bj. La
generacié d’una unitat termica, les seves ISR i DSR, els marges de potencia associats, i els
seus limits operatius poden ser modelitzats en forma de xarxa, tal i com mostra la Fig. 6.4.
S’ha d’imposar una fita superior 77; a l’arc a per prevenir que la reserva augmenti per
sobre del seu limit. Per tal d’assegurar que els fluxos dels arcs a i 3 sén com les variables
de la Fig. 6.3a), pot afegir-se un cost wgs positiu i petit al flux de 'arc [, mentre que el
cost de l'arc « sera zero. De forma analoga, a « se li associara un cost zero, mentre que ¢
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tindra de nou un cost wgs petit i positiu, com ocorria amb 5. El flux P; — P, que va del
node A al node C s’associa amb el cost de la generacié que cal ser minimitzat.

Aquest model descrit per un generador pot ser ampliat per tal de considerar totes
les unitats termiques assignades a cada interval “i”. Una unica xarxa representara la
generacid, ISR, DSR i marges de potencia de totes les unitats assignades. Les xarxes de
les unitats poden compartir el node pou S. La xarxa descrita correspondria a l'interval “i”.
Les constriccions a banda addicionals vindrien donades per una constriccié de carrega i un

requeriment sobre les ISR i DSR, per cada interval.

Taula 6.v1il. Problemes lineals de coordinacié hidrotérmica
a curt termini.

test | k | #c.b. | nodes | arcs | files A | columnes A | Valor Optim
L) (1] 36 | 85 | 348 | 121 384 -16.9344
L;) 1] 504 | 1177 | 4872 | 1681 5376 -54.43203

El problema resultant és un problema de fluxos uniarticle amb constriccions a banda.
La funcié a minimitzar és no lineal (pot trobar-se una completa descripcié d’ella a [39]), i
en aquest cas s’ha considerat una linealitzacié de la mateixa.

La taula 6.vIII mostra les caracteristiques dels dos problemes test usats amb. El
significat de les columnes és el mateix que en taules anteriors. Als dos casos s’obté un
problema uniarticle.

6.2.2 Problemes test no lineals.

Pel que fa al cas no lineal, s’han usat tres tipus de problemes. El primer tipus sén
problemes amb funcions objectiu artificials, el segon correspon a problemes de coordinaci
hidrotérmica (a llarg i curt termini), i el darrer cas és un problema d’assignaci6 de transit.
Passem tot seguit a detallar-los.

6.2.2.1 Problemes artificials.

Aquest primer conjunt de problemes no lineals considera tres tipus de funcions objec-
tiu. Les dos primeres sén simples funcions convexes definides com:

k n

fl(:rl;xZa"'vxk) :ZZI?J (61)
i=1 j=1
k n

fQ(xlax2a"'7xk) = Z le] (62)
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essent x;; el flux del j-essim arc de 'article ¢. La tercera funcié objectiu ha estat derivada
de la presentada a [74], i es defineix com:

k

fa(wi,@a, ... xp) = Y Fi(x;) (6.3)

1=1

on

01 Zﬂﬁzg-i' (Z \/1-1—.90 + (55 — @i j41)? <10+Z w”> ) (6.4)

on c1,ca,c3 € IR (als tests realitzats ¢; = 1000, co = 1000 i ¢3 = 1200). Malgrat la seva
simplicitat, aquestes tres funcions objectiu tenen solucions amb un nombre molt elevat de
variables superbasiques, el qual incrementa considerablement el cost de ’execucié. Aques-
tes funcions objectiu han estat usades amb les xarxes obtingudes per a problemes no lineals
de generacié hidrotermica a llarg termini, les dimensions de les quals sén mostrades a la
taula 6.1x. Els tres problemes artificals seran referits com a N?, 1=1,...,3, on el supraindex
%) fa refereéncia al tipus de funcié objectiu usada ((6.1), (6.2) o (6.3) respectivament).

6.2.2.2 Problemes no lineals de coordinacié hidrotérmica.

S’han considerat els models de coordinacié hidrotermica a llarg i curt termini exposats
per al cas lineal a §6.2.1.2. En aquest cas, pero, s’han usat les funcions objectiu no
lineals reals, en comptes de linealitzacions de les mateixes. La taula 6.1X presenta les
caracteristiques dels problemes a llarg termini (que sén les mateixes que les dels problemes
artificials, com abans s’ha exposat). Per la seva banda, la taula 6.X mostra les dimensions
del problemes a curt termini. El significat de les columnes és el mateix que a les taules
previes per a problemes lineals. No es presenta el valor optim de la funcié objectiu ja que,
per als problemes no lineals, aquest sera mostrat a les taules on es presentin els resultats
de les execucions realitzades.

Taula 6.1X. Problemes no lineals artificials i de co-
ordinacié hidrotermica a llarg termini.

test k | #c.b. | nodes | arcs | files A | columnes A
ND @ 4| 12 | 37 | 153 | 313 777
NJ) (@ | 4 99 | 315 | 714 1578
N (@ | 4 685 | 2141 | 4884 10708

@ j=1,...,4
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Taula 6.X. Problemes no lineals de coordinacid hi-
drotérmica a curt termini.

test | k | #c.b. | nodes | arcs | files A | columnes A
NE{) 1] 528 | 1345 | 4416 | 1873 4944
Ng) 1| 840 | 1975 | 6048 | 2815 6888
Ng) 1| 840 | 2479 | 8064 | 3319 8904
NZ) 1] 1848 | 4741 | 15600 | 2289 17448

6.2.2.3 Problema d’assignacié de transit.

El problema d’assignacio de transit estatic en equilibri d’usuari amb demanda inelastica
i funcions de cost separables va ser originalment formulat per Beckman et al. [7]. Donats
7 origens i J destins, el problema d’assignacié estatica en equilibri consisteix en trobar
una distribuci6 de fluxos entre els camins p;; que uneixen 'origen 7 € Z amb la destinacié

*
VR
sense flux tinguin un cost (u;;), > u; ;- Aquest problema pot ser formulat com a problema
multiarticle, considerant que cada article k;; és el flux de transit que surt de ¢ € 7 i arrriba

a j € J. Tanmateix, aix0 significaria tenir un gran nombre d’articles (k = |Z| x |J|. Una

J € J de forma que tots els camins amb flux positiu tinguin un cost igual a u}., i els camins

altra possibilitat consistiria en agrupar els fluxos de transit per origens o per destins, tenint
aleshores k = |Z| o k = |J| segons l’elecci, amb una gran reduccié en el nombre d’articles
i variables. A D'execucié realitzada ’agrupament va ser fet per origens.

Taula 6.x1. Problema d’assignacié de transit.

test | k | #c.b. | nodes | arcs | files A | columnes A

N 16| o | 182 | 309 | 3221 5253

La funci6 objectiu a minimitar és la suma per a cada arc a de la xarxa d’una funcié
de cost definida en termes del volum de transit v,. Aquest funcié pot ser escrita com:

fe(v1, 09, .. ) :éj/o Co(v)dv (6.5)

on Cq(v) és el valor instantani de la funcié de cost per un volum donat, i vq = > ;e Via
(essent K el conjunt d’articles). Resolent la funcié integral, (6.5) pot ser escrit com:

Ba
fe(vi,v9, ... vK) :cha +c2,la <1+aa<m> ) (6.6)

C
Ya 4a

essent [, la longitud de la linia, i ¢;, (j=1,...,4), o 1 B, alguns coeficients depenents de
la linia. L’expressié (6.6) ha estat usada com a funcié objectiu del problema d’assignacié
de transit.
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Cal indicar que I'aproximacié aqui considerada per solucionar aquest problema és lleu-
gerament diferent de les usualment emprades i descrites a la literatura d’aquest camp [72].
A més d’algunes heuristiques, les tecniques de Frank-Wolfe i de la Descomposicié Simplicial
han estat usualment usades. El principal avantatge d’aquests algorismes és que permeten
tractar xarxes molt grans, ’estructura de la qual és molt explotada. Tanmateix, presenten
una convergencia molt lenta i la cerca de solucions molt acurades esdevé prohibitiva. La
formulacié del problema i I'algorisme emprat solventen aquesta dificultat, encara que no
poden tractar xarxes extremadament grans (donat que per cada arc s’han de considerar k
volums, un per article, obtenint un nombre molt elevat de variables).

Només un problema ha estat usat amb aquesta funcié objectiu. Aquest problema és
un cas real corresponent a una subxarxa de la ciutat de Barcelona (zona de Ciutat Vella).
Les dimensions d’aquest problema es mostren a la taula 6.XI.

6.3 Resultats computacionals.

Igual que es va fer en presentar els problemes test usats, es fara una clara distincié
entre els problemes lineals i els no lineals a I’hora de presentar els resultats computacionals.
Totes les execucions presentades s’han fet en una estacié de treball SunSparc 10/41 sota
UNIX (amb una tinica CPU), d’arquitectura RISC, amb 40MHz de rellotge, aproximadament
uns 100 Mips i 20 Mflops de CPU, i 64 Mbytes de memoria (32 reals i 32 mapejats a disc).
Passem tot seguit a presentar els resultats obtinguts.

6.3.1 Resultats computacionals amb els problemes test lineals.

Els problemes lineals L? presentats a §6.2.1 han estat executats amb quatre paquets
diferents. El primer d’ells és el codi PPRN presentat en aquest treball, el qual ha estat
comparat amb la versié 5.3 de MINOS [59] (un paquet general d’optimitzacié lineal i no
lineal), MCNF85 [48] (un codi especialitzat per a problemes multiarticle sense constriccions
a banda, basat també en un particionament primal, i desenvolupat per J. Kennington),
i LoQo [77] (una implementacié eficient d’un meétode primal-dual de punt interior). Per
als quatre paquets s’han usat els valors per defecte de tots els parametres que podien ser
ajustats (excepte pel paquet PPRN, on s’ha usat 'opcié de trobar el punt optim a la fase
0 als tests L;) 1=1,... .4, j=1,....,8, en comptes de 'opci6 per defecte consistent en trobar
un punt factible). El valor de la funcié objectiu lineal al punt optim assolit ha estat el
mateix per tots els paquets (hi ha petites variacions, perd sén menyspreables) i coincideix
amb el presentat previament a les taules 6.1-6.1v i 6.VI-6.VIII.

Les taules 6.X11-6.XVII mostren els resultats obtinguts amb els quatre paquets per
a cada un dels grups de problemes lineals (problemes generats amb Rmfgen, problemes
generats amb Grid-on-torus, problemes generats amb Gridgraph, problemes generats amb
Gridgen, problemes generats amb Mnetgen, i problemes de coordinacié hidrotermica a llarg
i curt termini). Cada taula es troba dividida en dos: la primera part presenta els resultats



96 Capitol 6. Experiéncia computacional amb el particionament primal

amb PPRN; i la segona amb la resta de paquets. La informaci6 presentada per a PPRN
és: nom del problema (columna “test”), nombre d’iteracions a les fases 0, 1 1 2 (columnes
“It.0”, “It.1” i “It.2”), nombre de constriccions actives a 1’0ptim (columna “|.A4|”, valor
que ens indica la dimensi6 de la matriu de treball @ al punt optim ), temps de CPU (en
milisegons) per iteracié (en promig), comptabilitzant només les iteracions de les fases 1 i
2 i el seu temps associat (columna “T.It"), i temps de CPU en segons requerit per assolir
la solucié optima (columna “CPU sec.”). Per a MINOS es presenta la mateixa informacié
excloent la columna “It.0”. Per a MCNF85 i LoQo, a més del temps de CPU (“CPU sec.”),
la columna “It.” ddéna el nombre total d’iteracions requerit, i “T.It” presenta el quocient
dels dos valors (és a dir, déna el temps de CPU per iteracio).

Cal indicar que a les execucions realitzades s’han produit certs resultats anomals.
Aquests es presenten codificats a les taules (amb una lletra entre paréntesi, per ex. (“)), i
el significat de cadascun d’ells és el segiient:

e (2): Problema amb massa constriccions per ser executat amb aquest paquet.

e (): S’ha produit un error durant execucié i el programa ha abortat.

e (9: Problema no executat amb aquest paquet, donat que el temps d’execucié seria
excessiu.

e (9 Els problemes uniarticle no han estat executats amb MCNFS85.

e (9): Error de factibilitat: no s’ha pogut trobar un punt factible.

e (/): El paquet MCNF85 no pot solucionar problemes amb constriccions a banda.

e (9): No hi ha prou memoria per executar aquest model amb aquest paquet.

e (M: S’han hagut de relaxar les condicions d’aturada i deteccié d’optim per evitar pro-

blemes de convergencia. El punt obtingut és gairebé optim.

Aixi mateix, pot comprovar-se com a les execucions dels problemes amb només un
article i cap constriccié a banda només intervé la fase 0 del paquet PPRN (excepte al cas
L?), on es realitza una darrera i més acurada cerca de 'optim a la fase 2). En aquests casos
s’estara comparant l’algorisme especialitzat de fluxos uniarticle de la fase 0, en comptes
de la tecnica del particionament primal, amb la resta de paquets.

Taula 6.x11. Resultats obtinguts amb els problemes

Rmfgen.
PPRN
test
1t.0 | It.1 | It2 ||A|| T.It | CPU sec.

L}) 5689 | 0 0 0 — 6.5
L;) 12103 | 13 | 818 | 2 |102.12 | 98.7
Ly | 24486 | 380 | 4510 | 4 [14401| 7379

1
L 4) 48928 | 6317 | 21024 | 6 |248.05 | 6838.7

1
L5) 7962 | 2219 | 5861 | 25 | 33.99 | 275.1
Lé) 15924 | 5856 | 32175 | 53 | 72.20 | 2747.0

1
L7) 23729 | 8879 | 60974 | 57 | 115.49 | 8069.0
Lé) 32188 | 11219 | 88548 | 57 | 154.49 | 15415.3
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Taula 6.X1I.(cont.) Resultats obtinguts amb els problemes

Rmfgen.
MINOS MCNFS85 LoQo
rest It.1 It.2 T.It | CPU sec. It. T.It | CPU sec. | It. T.It CPU sec.
L) | o | a0sa | 2757 | 1126 () 20 | 24982.5 |  499.6
Ly | 5 | 19864 |18262| 36285 | 7800 | 7536 | 5885 (9)
LY | o | ar7e9 |317.04| 151477 | 16452 | 108.08 | 1778.2 (9)
Ly (a) 31178 | 181.25 | 5651.3 (9)
L) | 6669 | 20077 | 9181 | 26304 | s719 | 4571 | 3986 | 36| o0a5222] 34028
L. | 20820 | 123619 | 205.37 | 206653 | 36717 | 109.90 | 4305.5 (9)
Ly 2 55817 | 202.78 | 11319.0 (9)
Ly (c) 82306 | 321.72 | 26479.9 (9)
Taula 6.x111. Resultats obtinguts amb els problemes
Grid-on-torus.
PPRN
S o | 1.2 ||A|| T.It | CPU sec.
L2 | 6746 | o 74 | 0 | 2568 | 69
) | 15464 | 556 | 8320 | 25 | 59.05 | 5379
12 | 31241 | 3840 | 40630 | 58 | 110.96 | 49622
1.2 | 60086 | 12080 | 170041 | 178 | 205.45 | 374705
12 | 7348 | 1313 | 3660 | 46 | 3402 | 1692
1) | 15053 | 5001 | 19170 | 96 | 66.99 | 16254
12 | 20345 | 12500 | 59436 | 168 | 105.50 | 7605.5
12 | 20030 | 31574 | 127657 | 230 | 139.53 | 222184
Taula 6.X111.(cont.) Resultats obtinguts amb els problemes
Grid-on-torus.
MINOS MCNFS85 LoQo
rest It.1 It.2 T.It | CPU sec. It. T.It | CPU sec. | It. T.It CPU sec.
L? | 72 | soo7 | 1984 | 1603 () 25 | 16416.0 | 410.4
L2 | 312 | 68420 | 15412 | 105045 | 10358 | 66.06 | 6843 (9)
Ly 2 43226 | 111.80 | 4833.0 (9)
L 2 182343 | 188.56 | 34383.0 (9)
12 | 3163 | 12032 | 87.15 | 14028 | o777 | av75 | 4669 |49 | 1063489 52111
L) | 38024 | 75696 | 157.78 | 18085.3 | 26345 | 119.02| 31358 (9)
1.2 | 144062 | 253256 | 264.47 | 105082.5 | 74806 | 211.69 | 15836.2 (9)
LY (c) 246426 | 332.36 | 81903.5 (9)
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Taula 6.x1v. Resultats obtinguts amb els problemes

Gridgraph.
PPRN

U o | | e |A|| T.It | CPU sec.
)| as | o 0o | o | — 1.4
LZ’) 16590 | 2544 | 9429 | 235 | 66.0 807.7
L§> 26161 | 2500 | 8620 | 110 | 124.24 | 1409.2
LZ) 51537 | 12221 | 49034 | 224 | 229.9 | 14139.8
L? 8735 | 1645 | 5497 | 24 | 51.09 | 364.9
L? 17425 | 6549 | 33218 | 61 | 107.12 | 4264.1
L?%) 25693 | 6052 | 22811 | 27 | 155.21 | 4480.5
L§> 53524 | 10392 | 43132 | 40 | 219.15 | 11736.8

Taula 6.X1v.(cont.) Resultats obtinguts amb els problemes

Gridgraph.

MINOS MCNF85 LoQo
rest It.1 It.2 T.It | CPU sec. It. T.It | CPU sec. | It. T.It CPU sec.
L) | 820 | 2874 | 2639 | o975 () 32 | 931.2 29.8
L5 | 12561 | 44814 | 178.22 | 102256 | 22280 | 61.52 | 13707 [ 37236243 | s7a1
Ly 2 25426 | 83.93 | 2134.1 (9)
LY (c) 91939 | 159.99 | 14709.9 (9)
12 | 3860 | 16580 | 155.15 | 31728 | 12533 | 42.50 | 5339 [ 39815487 | 31804
LY 2 42553 | 126.45 | 5381.2 (9)
LY (a) 37013 | 165.96 | 6142.8 (9)
LY () 59798 | 325.39 | 19458.0 (9)

Taula 6.XVv. Resultats obtinguts amb els problemes

Gridgen.
PPRN

UL o | e | e |A|| T.It | CPU sec.
L) | 7576 | o o | o | — 5.7
Ly | 33544 | 625 | 5845 | 41 | 4779 | 3345
L) | 69242 | 3011 | 35263 | 108 | 88.11 | 34247
Ly | 137543 | 11802 | 248422 | 264 | 157.0 | 40074.1
LY | 1513 | 110 | 502 | 1 | 5413 | 394
Ly | 30825 | 408 | 2046 | 3 | 7272 | 1922
LY | 44646 | 831 | 2009 | 5 |10443| 4158
L | 59630 | 1528 | 7504 | o |139.50 | 1273.4
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Taula 6.XV.(cont.) Resultats obtinguts amb els problemes

Gridgen.
MINOS MCNF85 LoQo
test It.1 1t.2 T.It CPU sec. | It. | T.It | CPU sec. | It. T.It CPU sec.
Ly | 103 | 4246 | 1585 70.4 (d) 22 | 16459.0 |  362.1
L) | 7330 | 68026 | 119.66 | 9017.3 (e) (9)
L3 | 57801 | 870882 | 221.64 | 205836.0 () (9)
L) © © @
L) | 1617 | o790 | 8057 | o182 (e) )
Ly | 5336 | 31486 | 166.95 | 6147.6 (€) (9)
LY | sse2 | 46901 | 272.79 | 15236.6 () (9)
L) © © @
Taula 6.xVI. Resultats obtinguts amb els problemes
Mnetgen.
PPRN
H o (1| w2 |A| | T.It | CPU sec.
L2 | 310 [ 190 21 | 4 | 375 0.3
L2 | 4004 | 288 | 1100 | 18 [1353] 217
LY | 11019 | 200 | 1514 | 17 | 24.26 | 465
L2 | 14190 | 407 | 2386 | 17 | 3225 950
L) | 21559 | 525 | 5413 | 19 |48.66 | 203.2
L) | 34521 | 695 | 5030 | 13 | 78.79 | 526.0
Taula 6.XVI.(cont.) Resultats obtinguts amb els problemes
Mnetgen.
MINOS MCNFS85 LoQo
test It.1 It.2 T.It | CPU sec. It. T.It | CPU sec. | It. T.It CPU sec.
| 145 | 162 | 521 1.6 400 |10.00| 4.0 |14 5714 0.8
L) | 3125 | 4173 | 2015 | 2128 | 5450 [ 2042 | 1113 |20 5995.0 | 119.9
L) | 5471 | 6697 | 60.27 | 7334 | 8743 |3044| 2662 |19 401631 7631
LY | 5473 | 7666 | 8435 | 11083 [ 10240 | 3623 | 3710 |22 86795.4 | 19005
L) | 9570 | 13547 | 11883 | 27472 [ 17671 | 4450 | 7880 | 22035727 | 2058.6
LY | 13061 | 18887 | 217.37 | 71404 [ 23440 | 72.84| 17076 (9)
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Taula 6.xvI1I. Resultats obtinguts amb els problemes
de coordinacié hidrotermica.

PPRN
U o | e | e |A| | T.It | CPU sec.
L9 | 18a | 71 | s2 | 26 | 1.34 0.5
LY | 162 | 79 | s6 | 43 | 2.42 0.6
LY | 219 | 276 | 343 | 42 | 113 0.9
LY | 646 | 434 | 1508 | 112 | 334 | 68
LY | 5200 | 3665 | 10933 | 746 | 23.56 | 3485
L) | 228 | 106 | 40 | 24 | 3.42 0.5
L)) | 3750 | 1921 | 446 | 347 ] 1001 460

Taula 6.XVII.(cont.) Resultats obtinguts amb els problemes
de coordinacié hidrotermica.

MINOS MCNF85 LoQo

rost It.1 | It.2 TIt | CPUsec. | It. | T.It | CPUsec. | It. | T.It | CPU sec.
LY | 238 | 79 | 7.8 2.5 (f) 14 | 71.42 1.0
LY | 154 | 230 | 807 3.1 (f) 13| 8461 | 1.1
LY | 222 | 218 | 522 2.3 (f) 23 | 56.52 1.3
L | 542 | 796 | 1023 | 137 (f) 18 | 26111 | 4.7
LY | 2372 | 8333 | 103.71 | 11103 (f) 24 | 4650.0 | 111.6
L) | 128 | 159 | 9.75 2.8 (f) 17| 5882 | 1.0
LD | 2777 [ 1812 | 5407 | 2523 (f) 21 | 1460.9 | 30.68 (")

Pot comprovar-se a les taules precedents com MINOS no va poder solucionar alguns
problemes per tenir aquests massa constriccions. Aixo és degut a que MINOS emmagat-
zema el nombre de constriccions del problema en una variable entera (i amb signe) de
dos bytes, el qual implica que no pot tractar més de 32767 constriccions. També pot ser
observat que LoQo no va poder executar la majoria de tests donat que requeria una quan-
titat excessiva de memoria. Com es veura al capitol 8, aquest és un dels inconvenients
dels metodes de punt interior quan sén aplicats a problemes multiarticle. El mateix codi
LoQo, en algunes execucions (L?), L? i L;)) va tenir certs problemes de convergencia i les
condicions d’aturada van ser relaxades. En aquests casos la solucié obtinguda no va ser
I’0ptima, i aixo ha de ser tingut en compte a I’hora de comparar la seva eficiencia respecte
la resta de paquets.

6.3.1.1 Analisi dels resultats obtinguts.

De les taules 6.X11-6.XVII poden ser extrets alguns resultats sobre el rendiment com-
paratiu dels programes. Aquests sén mostrats a la taula 6.XVIII, on el significat de cada
columna és:
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e “T.It ratio”: quocient del temps de CPU per iteracié de cada paquet (MINOS i MCNF85)

pel temps de CPU per iteraci6 de PPRN (T‘It (¥ g?ﬁé%ﬁ%ﬁl F85) ), el qual ens indica com és
de rapid PPRN respecte cada un dels paquets realitzant una tnica iteracio.

e “CPU ratio”: quocient del temps de CPU total de cada paquet (MINOS, MCNFS85 i
LoQo) pel temps de CPU de I’execucié amb PPRN (CPU = (MINOS/MCNF85/LOQ°)), el

CPU sec (PPRN)
qual ens indica com és de rapid PPRN respecte cada paquet.

Taula 6.xvI1i1. Comparacio de temps entre PPRN i MI-
NOS, MCNF85 i LoQo.

PPRN vs PPRN vs PPRN wvs PPRN vs PPRN vs PPRN vs
MINOS MCNEF85 LoQo MINOS MCNEF85 LoQo
T.It | CPU | T.It | CPU CPU T.It | CPU | T.It | CPU CPU
test | ratio | ratio | ratio | ratio ratio test | ratio | ratio | ratio | ratio ratio
Li) — | 1732 — — 76.86 Lg) — — 1.48 | 1.65 —
Lé) 1.78 | 36.83 | 0.73 | 5.96 — LAIL) — | 1235 | — — 63.52
Lé) 2.18 | 20.52 | 0.74 | 2.40 — L;l) 2.50 | 2699 | — — —
Lzli) — — 0.73 | 0.82 — Lg) 2.51 | 60.11 | — — —
Lé) 2.70 | 959 | 1.34 | 1.44 12.36 Li) — — — — —
Lé) 2.84 | 10.79 | 1.52 | 1.56 — Lg) 148 | 2330 | — — —
L;) — — 1.75 | 1.40 — Lg) 2.29 | 32.01 | — — —
Lé) — — 2.08 | 1.71 — LA;) 2.61 | 36.71 | — — —
LY | o77 2323 — | — | 5047 | - | | — —
Lg) 2.61 | 19.69 | 1.11 | 1.27 — L?) 1.38 | 5.33 | 2.66 | 13.33 2.66
Lg) — — 1.00 | 0.97 — Lg) 2.15 | 9.80 | 1.50 | 5.12 5.52
Li) — — 0.91 | 0.91 — Lg) 2.48 | 15.77 | 1.25 | 5.72 16.41
L? 2.56 | 829 | 1.40 | 2.75 30.79 Li) 2.61 | 11.66 | 1.12 | 3.90 20.1
Lg) 2.35 | 11.12 | 1.77 | 1.92 — Lg) 2.44 | 9.36 | 0.91 | 2.68 7.02
Lg) 2.50 | 13.81 ] 2.00 | 2.08 — Lg) 2.75 | 13.57 ] 0.92 | 3.24 —
Lg) — — 2.38 | 3.68 — Lfls) 5.88 5.0 — — 2.0
| o2 — | | err LY | 333|506 | — | — 1.83
Lg) 2.70 | 12.66 | 0.93 | 1.69 1.08 Lg) 4.62 | 2.55 — — 1.44
Lg) — — 0.67 | 1.51 — Li) 3.06 | 2.01 — — 0.69
Li) — — 0.69 | 1.04 — Lg) 4.40 | 3.18 — — 0.32
Lg) 3.03 | 869 | 0.83 | 1.46 8.71 Lp 2.85 5.6 — — 2.0
)| | — |rs|1ies]| — L) | 280 | sar| — | — | o066
Lg) — — 1.06 | 1.37 —
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Cal observar que per a LoQo només es mostra el quocient de temps total, donat que el
temps per iteracio no és comparable amb els altres codis, donat que la filosofia dels metodes
usats és molt diferent. En aquest sentit, tant MINOS com MCNF85 realitzen iteracions
basades en el metode del simplex (com PPRN), mentre que LoQo usa un metode de punt
interior. Aix0 pot ser facilment comprovat veient que el nombre d’iteracions requerit per
LoQo per assolir el punt optim és molt inferior al que necessiten la resta de paquets.

A la vista del resultats presentats per la taula 6.XVIII poden fer-se els segiient comen-
taris:

e PPRN ha pogut solucionar tots els problemes assajats (els valors no mostrats a la taula
es deu a que no es disposa de resultats per algun dels altres paquets i no pot realitzar-
se el quocient). A continuacié, MINOS gairebé ha pogut solucionar-los tots (no es
disposa d’alguns resultats amb MINOS donat que no s’han executat amb ell tots els
problemes en previsié d’un temps excessiu de calcul, i no perque hi hagi hagut errors
d’execucid). Per la seva banda, MCNF85 ha tingut certs problemes en trobar punts
factibles per algun conjunt de problemes (per ex., L;l)), i a més no pot solucionar els
casos amb constriccions a banda (L?), LZ)). Pel que fa a LoQo, la majoria d’execucions
amb aquest paquet no ha estat possible realitzar-les per manca de memoria.

e PPRN i MCNFS85 presenten un temps per iteracié millor que MINOS a tots els casos,
donat que usen una especialitzacié del simplex per a problemes multiarticle. Pel que
fa a ells dos, pot comprovar-se com als problemes amb pocs articles MCNF85 té un
millor rendiment per iteracid, mentre que per als problemes amb molts articles PPRN
es comporta millor.

e A la majoria de casos el quocient de temps de CPU total és més favorable a PPRN que
el quocient de temps per iteracié. Aixo es deu a que PPRN, en general, realitza moltes
menys iteracions que MINOS i MCNFS85. Fins i tot en alguns casos (per ex., Lé) per a
PPRN i MCNEF85) tot i tenir PPRN un comportament pitjor a cada iteracid, el temps
total d’execucié és menor que el del codi MCNF85. En aquest cas és fonamental,
doncs, el fet de dividir el procés de calcul en les fases 0, 11 2.

e Per als problemes de mida gran, LoQo ha tingut un rendiment més baix que PPRN i
MCNEFS85 en tots els casos. Tanmateix, per als problemes de coordinacié hidrotermica,
que sén de mida moderada, en alguns casos (per ex., Lg) i L;)) ha tingut un molt bon
comportament, essent el paquet més eficient. Aquest fet podria deure’s a que la
topologia de les xarxes que defineixen aquests problemes afavoreixen 1'is d’un metode

), LoQo és tres vegades més rapid que
PPRN (és el cas on s’obté un resultat més desfavorable per a PPRN). Aix0 es deu,
principalment, a que per aquest problema PPRN ha finalitzat amb un total de 746

de punt interior. Cal observar que, per al cas Lg

constriccions actives (com s’observa a la taula 6.XVv11), i per tant la matriu de treball
que ha de tractar és forca gran, fet que li alenteix tot el procediment de calcul.

e Per acabar, es pot concloure que PPRN és, clarament, més eficient que MINOS en
totes les execucions. Comparat amb MCNFS85, tot i que aquest ha tingut un millor
rendiment global en alguns casos (per ex., L}l) ), en general PPRN ha estat més eficient
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i, a més, s’ha mostrat més robust (ha pogut solucionar tots els casos, mentre que
MCNFS85 ha tingut certs problemes de factibilitat). Finalment, comparat amb LoQo,
PPRN pot executar models més grans amb els mateixos recursos (per ex., la memoria),
i per als problemes grans també s’ha mostrat més eficient que aquell.

6.3.2 Resultats computacionals amb els problemes test no line-
als.

Els problemes nolineals N;.) presentats a §6.2.2 han estat executats amb només dos
paquets, PPRN i MINOS (versié 5.3), donat que no es té constancia de 'existencia de
cap altre codi especialitzat per solucionar problemes de fluxos multiarticle no lineals. Les
taules 6.X1X—6.XXIV mostren els resultats obtinguts amb els dos codis. Per clarificar la
lectura de la taula, per files es mostren els diferents camps d’informacid, mentre que les
columnes s’associen a les execucions de cada model amb ambdods paquets. El significat de
cada fila d’informacié és el segiient:

e “It.0”: nombre d’iteracions a la fase 0.

e “It.1”: nombre d’iteracions a la fase 1.

e “It.2”7: nombre d’iteracions a la fase 2.

e “f(x*)”: valor de la funcié objectiu al punt Optim.

e “|A|”: nombre de constriccions de capacitat mutua i a banda actives (igual a la dimensi6
de la matriu de treball).

e “s”: nombre de variables superbasiques al punt optim.

e “CPU sec.”: temps de CPU, en segons, requerit per assolir la solucié optima.

W ok,
b 6opt .

§5.3.4). En tots els casos aquest valor hauria de ser menor que 1075, que és el valor per
defecte.

e “#f(x)”: nombre d’avaluacions de la funcié objectiu.

o “T.It 17: temps de CPU (en milisegons) requerit en promig per cada iteracié de la fase
1.

e “T.It 2”: temps de CPU (en milisegons) requerit en promig per cada iteracié de la fase
2.

o “T'.It 2—f”: temps (en milisegons) requerit per cada iteracié de la fase 2, excloent el

precisié d’optimalitat del punt solucié (aquesta precisié va ser introduida a

temps d’avaluacio de la funcié objectiu.

Per a MINOS es proporciona la mateixa informacié excloent les files “It.0” i “|A|”. Els
valors “T.It 17, “T.It 2”7 1 “T.It 2—f” van ser calculats de forma exacta a les execucions
amb PPRN, mentre que per a MINOS van ser aproximats (podria haver-hi, doncs, cert
soroll, pero seria poc significatiu).

Caldria fer alguns comentaris sobre les taules de resultats presentades. En un problema
(Né)) PPRN i MINOS van obtenir diferents solucions. Aixo es deu a la alta no-convexitat
de la funcié objectiu de coordinaci6é hidrotermica a llarg termini. En aquest cas pot veure’s
com PPRN va assolir un punt millor (amb un valor de funcié objectiu menor). En aquest
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Taula 6.x1x. Resultats obtinguts amb la funcié arti-
ficial f1(z).

ND Ny Ny
PPRN | MINOS | PPRN | MINOS PPRN MINOS
1t.0 107 — 460 — 4083 —
It.1 63 163 226 617 2896 16598
1.2 654 687 1459 1753 9458 12401
f(x*) | 285515.68 | 285515.68 | 867915.88 | 867915.87 | 210894646.82 | 210894647.06
| Al 34 — 87 — 810 —
s 272 272 544 544 2723 2727
CPU secc. 10.4 17.0 87.2 139.7 3086.7 23579.6
€ 7.7-10~ 7 | 9.9.107% | 9.2.1077 | 1.0-1077 | 5.3-1077 161077
#f(x) 1200 1271 3437 2798 59198 18541
T.It 1 1.10 3.41 2.31 11.40 21.31 24.28
T.It 2 15.02 23.93 58.69 86.70 315.47 1868.88
TIt2—f | 14.72 23.63 57.91 86.10 295.21 1864.04
Taula 6.xX. Resultats obtinguts amb la funcié arti-
ficial fa(z).
N N2 N2
PPRN MINOS PPRN MINOS PPRN MINOS
1t.0 107 — 460 — 4083 —
It.1 63 163 226 689 2896 16598
1t.2 845 1160 2127 2297 15463 17019
f(x*) |3.971810' | 3.9718:10' | 6.0465:10'° | 6.0465-101Y [ 1.9431-10** | 1.9431-10'%
| Al 34 — 95 — 788 —
s 211 233 449 449 1238 1900
CPU sec. 10.4 22.5 83.1 118.4 5823.3 16524.7
€ 4810~ | 231077 | 181077 | 2510°° | 50107 | 7.7-10°°
#f(z) 1780 2299 4010 4320 152579 24174
T.It 1 1.10 3.48 2.31 10.39 20.65 73.56
T.It 2 11.18 18.90 37.46 48.42 367.96 899.21
T.It 2—f 10.55 18.31 36.43 47.40 330.70 893.84

exemple, per comparar el comportament d’ambdds codis caldria tenir en compte aquest
fet.

A totes les execucions la tolerancia d’optimalitat requerida va ser €,,; = 107%. Només
al test N;L) aquesta no va poder ser assolida pels dos codis, degut a les no-linealitats de la
funci6 objectiu. En aquest cas, PPRN va reduir €;,, més que MINOS, assolint per tant un
millor valor de funcié objectiu (aquest és el motiu de que els codis tinguin un valor diferent
de funcié objectiu, més que no pas considerar que han assolit optims locals diferents).
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Taula 6.xXI. Resultats obtinguts amb la funci6 arti-
ficial f3(z).

N N Ny
PPRN | MINOS [ PPRN | MINOS | PPRN | MINOS
It.0 175 — 460 — 4083 —
It.1 74 256 226 639 2896 16598
It.2 1640 1638 3539 3772 18289 28314
f(z*) 971.69 | 971.69 | 891.69 | 891.69 | 212682.61 | 212682.61
| Al 27 — 81 — 713 —
s 266 266 546 546 1927 1929
CPU sec. | 30.9 34.4 236.0 292.3 6831.2 | 19398.0
e | 151077 | 281077 | 481077 | 41:107° | 6.1-1077 | 7.4-10°°
#f () 5851 3666 14337 8212 139047 47686
T.It 1 1.08 6.78 2.16 6.37 17.92 73.45
T.It 2 17.75 19.94 65.37 76.32 367.16 642.04
T.It 2—f | 14.32 17.79 54.99 70.74 235.49 612.87
Taula 6.xX11. Resultats obtinguts amb els problemes
de coordinacié hidrotermica a llarg ter-
mini.
N7 Ny Ny
PPRN MINOS PPRN MINOS PPRN MINOS
1t.0 175 — 460 — 4083 —
It.1 74 261 226 574 2813 16069
It.2 395 202 4457 5092 14186 16569
f(x*) | -3.7747-10'% | -3.7747-10'2 [ 1.0792-10% | 1.2228-10% 7.9171-109% | 6.7860-10%%
|A| 51 — 99 — 642 —
s 2 2 260 69 112 118
CPU sec. 3.2 3.9 183.1 213.9 2504.1 4284.9
€ 4.7-1078 8010~% | 3110737 [ 171072 T | 75108 3.8.10710
#f(x) 432 211 12379 11699 21068 20559
T.It 1 0.94 4.94 2.57 9.12 17.85 72.09
T.It 2 6.60 12.91 44.12 40.97 169.98 188.68
T.It 2—f 2.60 9.09 8.77 11.79 46.10 85.15

T La precisi6é d’optimalitat requerida €,p; = 1075 no va poder ser assolida.

i Minims locals diferents van ser assolits.

Com es va esmentar anteriorment, PPRN i MINOS van ser executats amb les opcions

per defecte. Aixo significa que PPRN va calcular Z!H Zpg = —g. usant un meétode quasi-

Newton mentre s < 500 (s denota el nombre de variables superbasiques) i canvia al metode
de Newton-truncat en el moment en que s > 500. Per la seva banda, el paquet MINOS
en tot moment usa el metode quasi-Newton. Aquest fet és crucial pel que fa al rendiment
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Taula 6.xx111. Resultats obtinguts amb els problemes
de coordinacio hidrotermica a curt ter-

mini.
e . ) N
PPRN | MINOS | PPRN | MINOS | PPRN | MINOS | PPRN | MINOS
It.0 3419 — 5209 — 7044 — 11650 —
It.1 1177 2653 915 2905 1216 2965 3341 12257
It.2 1692 2522 1608 2299 1850 2455 6768 7507
f(x*) 0.4009 0.4009 | 08715 | 08715 | 0.3844 0.3844 | 1.0020 | 1.0017 T
|A| 470 — 530 — 510 — 1525 —
s 66 66 335 338 288 296 230 231
CPU scc. | 110.2 226.5 156.7 357.8 217.3 485.5 2026.0 | 3316.9
e | 741078 19107 | 411077 | 5.8:107% | 8.4-10 1 | 1010717 | 451077 | 1.2:1078
#f() 2036 6219 2583 6359 2714 6897 9821 19092
T.It 1 19.47 28.79 27.85 38.52 31.58 58.46 120.87 | 128.62
T.It 2 45.89 59.52 71.22 | 106.94 91.05 12714 | 23058 | 231.83
TIt2—f [ 4119 49.91 63.07 92.92 79.85 105.69 | 208.56 | 193.25

T En aquest execucié el parametre “tolerancia de la factibilitat” del paquet MINOS va ser incrementada

considerablement per tal de poder obtenir una solucié factible. El diferent valor f(z*) per a MINOS i

PPRN pot ser degut a aquest fet.

dels problemes N

Taula 6.xX1v. Resultats obtinguts amb el problema d’as-
signacio de transit.

1)

3

)
PPRN | MINOS
It.0 869 —
It.1 78 660
It.2 460 526
fx*) | 288.9697 | 288.9697
| Al 1 —
s 9 9
CPU sec. 11.6 69.6
e | 1310710 271078
#f(z) 258 657
T.It 1 6.66 50.88
T.It 2 19.60 68.47
T.It 2— f 16.93 62.52

N2

Ny,

on el nombre de variables superbasiques al punt optim és

molt gran. En aquests tres casos el temps requerit per PPRN és molt menor que el de
MINOS, tot i que PPRN realitza moltes més avaluacions de la funcié objectiu (#f(z))
—donat que esta usant ’algorisme de Newton-truncat. Per tant, es pot concloure que
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el comportament tan diferent d’ambdés codis és degut, en aquest exemples, a la forma
en que calculen la direccié superbasica pg quan el nombre de variables superbasiques és
molt gran, i, clarament, en aquest cas ’algorisme de Newton-truncat sembla ser molt més
eficient que el metode quasi-Newton.

6.3.2.1 Analisi dels resultats obtinguts.

De les taules 6.X1X—6.XXIV poden ser extrets alguns resultats sobre el rendiment com-
paratiu dels dos paquets. Aquests sén mostrats a la taula 6.XxXVv, on el significat de cada
columna és:

Taula 6.xxv. Comparacié de temps entre PPRN i MI-

NOS.

TIt1 | TIt2 | T.It 2—f | CPU TIt 1| TIt2 | T.It 2—f | CPU
test | ratio | ratio ratio ratio test | ratio | ratio ratio ratio
N}) 3.10 1.59 1.60 1.63 Nzll) 5.25 1.95 3.49 1.21
N;) 4.93 1.47 1.48 1.60 Ng) 3.54 0.92 1.34 1.16
N;)) 1.13 5.92 6.31 7.63 Ng) 4.03 1.11 1.84 1.71
Ni) 3.16 1.69 1.73 2.16 N?) 1.47 1.29 1.21 2.05
Ng) 4.49 1.29 1.30 1.42 Ng) 1.38 1.50 1.47 2.28
N?,)) 3.56 2.44 2.70 2.83 Ng) 1.85 1.39 1.32 2.23
N?) 6.27 1.12 1.24 1.11 NZ) 1.06 1.00 0.92 1.63
Ng) 2.94 1.22 1.28 1.23 N(ls) 7.63 3.49 3.69 6.00
NS | 400 | 174 | 260 | 283

e “T.It 1 ratio”: quocient del temps de CPU promig de cada iteraci6 de la fase 1 en-

tre MINOS i PPRN. (- {prmx? ), és a dir, com de rapid és PPRN respecte MINOS

realitzant una iteracié de la fase 1.
e “T.It 2 ratio”: quocient del temps de CPU promig de cada iteracié de la fase 2 en-

tre MINOS i PPRN. (Zi-5 ppray): és a dir, com de rapid és PPRN respecte MINOS

realitzant una iteracié de la fase 2.
o “T.It 2—f ratio”: quocient del temps de CPU promig de cada iteracié6 de la fase

2 (excloent el temps de les avaluacions de la funcié objectiu) entre MINOS i PPRN
T.It 2—f (MINOS)
(Tx 2—f (PPRN)

de la fase 2 sense considerar les avaluacions de f(x).
e “CPU ratio”: quocient del temps total d’execucié entre MINOS i PPRN (
és a dir, quantes vegades PPRN és més rapid que MINOS.

), és a dir, com de rapid és PPRN respecte MINOS realitzant una iteracio

CPU sec. (MINOS))
CPU sec. (PPRN) /?

De la taula 6.XXV poden ser extretes les segiients conclusions:

e Pot observar-se com PPRN és més eficient que MINOS en tots els casos (la columna
“CPU ratio” té sempre un valor major que 1). Si es comparen aquests resultats amb
els obtinguts per al cas lineal (taula 6.XVIII) pot comprovar-se que PPRN tenia un
rendiment relatiu respecte MINOS molt millor en tractar funcions objectius lineals.
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Aix0 és logic, donat que s’explota més la tecnica del particionament primal per a
funcions lineals que per al cas no lineal.

El mateix fenomen abans comentat (que s’explota més I'estructura del problema al cas
lineal), pot comprovar-se observant que PPRN és més eficient realitzant una iteraci6
de la fase 1 (columna “T.it 1 ratio”) que de la fase 2 (columna “T.it 2 ratio”), donat
que en aquell cas la funcié objectiu a optimitzar és lineal.

També, com al cas lineal, s’observa que el rendiment global de PPRN respecte MINOS
(columna “CPU ratio”) és major que el rendiment per iteracié. Aixo també és degut
a que PPRN realitza menys iteracions de fase 1 i fase 2 que MINOS a la majoria
d’execucions.

Pel que fa a les columnes “T.it 2 ratio” i “T.it 2—f ratio”, s’observa que no hi ha
cap tendencia clara: en alguns casos el primer valor és superior al segon, i en altres
ocorre la situacié contraria. Aixo indica que PPRN realitza un nombre d’avaluacions
de la funci6 objectiu major (amb un cost d’avaluacié associat major també) en alguns
casos, i menor en d’altres. No hi ha, doncs, una clara tendencia, i depen del problema
concret que es realitzin més o menys avaluacions de f(z) amb un paquet que amb
I’altre.

Hi ha tres problemes (Né), N?, Ng)), un per cada una de les funcions objectius
artificials usades, on al punt optim assolit el nombre de variables superbasiques és
elevat (el primer d’ells, Né), és qui té un major valor de superbasiques a ’optim: 2723
per a PPRN i 2727 per a MINOS). En aquests tres casos PPRN automaticament
passara a usar el metode de Newton-truncat quan el nombre de superbasiques superi
el valor de 500, mentre que MINOS continua usant un metode quasi-Newton (amb
certes modificacions, per no haver d’emmagatzemar una matriu densa massa gran).
S’observa a la taula 6.XVIII com en aquests casos el guany en temps per iteracio a la
fase 2 és molt millor per a PPRN que per a MINOS (sobre tot per al problema Né)),
i aixo repercuteix de forma molt favorable en el temps total de I’execucid.



Capitol 7

Algorisme primal-dual de punt interior.

Als capitols precedents s’ha desenvolupat la metodologia seguida per tractar problemes
multiarticle lineals i no lineals usant la tecnica del particionament primal, detallant tant
aspectes teorics com aportant resultats computacionals. L’objectiu que es perseguira d’aqui
al final de la memoria sera la solucié de problemes multiarticle lineals per metodes de
punt interior (per aquests meétodes no s’abordaran els problemes amb funcions objectiu
no lineals). Per tal d’assolir aquest objectiu, en aquest capitol es detallara I’algorisme
primal-dual de punt interior (per a problemes de programacié lineal en general) que serveix
de base per a la posterior especialitzacio per tractar problemes multiarticle, presentada
al capitol segiient. El capitol 9 presentara els resultats computacionals obtinguts amb
I’especialitzacié multiarticle. El material presentat en aquest capitol prové d’un altre
treball de I'autor [12].

7.1 Preliminars.

L’algorisme presentat en aquest capitol es basa, com ja s’ha dit, en un metode primal-
dual de punt interior, i s’aplica a la solucié de problemes de programacié lineal en general.
Malgrat ser, des d’un punt de vista formal, més complexos que els metodes d’escalat
afi, els metodes primal-dual s’han mostrat computacionalment més eficients que aquells.
[’algorisme desenvolupat tracta les fites superiors a les variables de forma explicita, sense
afegir constriccions addicionals. Aix0o fa que no incrementem la dimensié del sistema
simetric i definit positiu a solucionar a cada iteracié (donat que aquesta dimensié és exac-
tament el nombre de constriccions del nostre problema). A més, el fet de que la topologia
d’aquest sistema sigui sempre la mateixa a cada iteracid, permet usar rutines de factorit-
zacié simbolica per tal de determinar a priori el nombre i la situacié dels elements nous
no-zero creats en fer la descomposicié de Cholesky. Aquesta factoritzacié simbolica caldra
fer-la només una vegada al principi de ’execucid, i sera aprofitada posteriorment a cada
iteracié. En aquest punt el codi difereix clarament respecte altres implementacions cap-
davanteres d’algorismes primal-dual (com ara [77,78]), que solucionen un sistema simétric
i indefinit mitjancant una factoritzacié de Bunch-Parlett [26,79] (implementant en aquest
cas un metode predictor-corrector [54]), que, en teoria, ha de ser lleugerament menys
eficient que una factoritzacié de Cholesky coneixent el patré d’esparsitat.

El present capitol s’estructurara de la segiient forma. En primer lloc es detallaran
les bases de ’algorisme primal-dual amb fites superiors a algunes variables. A continuaci6
es comentaran certs aspectes referents a detalls de la implementacio feta. Finalment el

109



110 Capitol 7. Algorisme primal-dual de punt interior

codi desenvolupat per tractar problemes lineals es comparara amb dos codis capdavanters
d’optimitzacié lineal, usant una bateria estandard de 80 problemes de programacié lineal.
Cal fer notar que és important presentar amb un cert detall aquest algorisme i certs aspectes
de la seva implementacié, donat que aquests constitueixen la base i sén aplicats d’igual
manera a la posterior especialitzacié multiaricle. Aquest fet també justifica la presentacié
de resultats computacionals obtinguts amb la implementacié de ’algorisme per solucionar
problemes lineals generals.

7.2 L’algorisme primal-dual considerant fites superi-
ors a algunes variables.

En aquesta seccio es fara un breu esment del metode primal-dual usat, que no és més
que una especialitzacié del metode general per a problemes amb fites superiors en algunes
variables. No es pretén, pero, aprofondir en els aspectes de convergencia ni justificar el
metode. Per més detalls sobre els metodes primal-dual hom pot consultar [5] i [56].

7.2.1 Formulacié dels problemes primal i dual.

Considerem el segiient problema de minimitzacié amb fites superiors a algunes varia-

bles

min c'x
subj. a Az =1
(7.1)
0<z, <7,
0 S Xy

onx, € R™, x, € R™ , x = (z!,2})", 2 € R" (llavors 7 = n,, +mny), c € R”, b € R™ i
A € R™* ™. Considerant un particionament escaient de c i A, i afegint folgues f € IR"*
per als limits superiors, el problema anterior pot ser escrit com:

min ¢ x, + clay
subj. a Ayx,+ A =0
Ty + =Ty (7.2)
x>0
f>0

onc, € R™, ¢, € R™, A, € R™*™ i A; ¢ R™*™.
Considerant les variables duals y € R™, v € IR, iles folgues z = (2£, 2})" (z, € R™",

z € R™, per tant z € R™) i w € IR™, el problema dual associat a (7.2) pot ser escrit
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com:
max b'y + Tl u
subj. a Aly+u+ 2z, =cy
Al +z2=q
Y (7.3)
u+w =0
yeR™ welR™
2120 2,20 w>0
De la tercera constriccié es té que u = —w i, aleshores, eliminant u el problema dual pot
ser formulat com:
max by —T,w
subj. a Aly+z, —w = ¢y,
Aly + 2 = ¢ (7.4)

yEIRm
2120 2,20 w=>0

7.2.2 Obtencio dels Lagrangians a través una barrera logarismica.

Als problemes primal i dual previament definits les constriccions de no-negativitat de
les variables poden ser substituides per una penalitzacié de barrera logarismica (tal i com
descriu [83]). Llavors el problema primal (7.2) pot ser expressat com:

min ¢\ a, +clr; —p Z Inz; — ,uz In(Z,, — ;)
=1 =1 (75)
subj. a Ayz, + Ajx; =0

w>0

mentre que el dual (7.4) pot formular-se tal i com segueix:

n Ny
max b'y —fﬁw%—uZlnzi +/LZlnwi
i=1 i=1

subj. a Aly+ 2z, —w =c, (7.6)
Ay + 2 =q
yeR™ p>0

A continuacié, associant els multiplicadors de Lagrange vy € IR™ a les constriccions
d’igualtat de (7.5) construim el Lagrangia L, del problema primal:

zn

Ly(x,y, 1) = chay + cha; — p Z Inz; — “Z In(ZTy, — Tu,) — Y (Auzy + Ajz; — b) (7.7)
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Analogament, associant els multiplicadors x,, € R" i z; € IR™ a les constricccions
d’igualtat de (7.6) obtenim L4, el Lagrangia del dual:

n Ny
La(z,y, 2, w, p) = bly—T" w+p Z Inz;+u Z Inw; —a! (AL y+2z,—w—c,)—zt (Aly+2—¢))
i=1 i=1

(7.8)

7.2.3 Condicions d’optimalitat de Karush-Kuhn-Tucker de pri-
mer ordre.

Si denotem per e; el vector [-dimensional de 1’s i considerem X, X;, X, Z,, Z;, Z,
W, F matrius diagonals, on:

€] = (11,...,11)t
X, = diag(x, ,...,z

Uy, )

X, = diag(z, ..., . )
X, O

= (% x)

Z, = diag(z,,;---,%,, ) (7.9)

7, = diag(z,,..-,2, )

) lnl

Z, 0
2=(% 2)
W = diag(ws, ..., wy,,)

F=diag(z,, —2,,...,%,, —2, )

llavors les condicions d’optimalitat necessaries de primer ordre de L, (7.7) poden ser es-

crites com:
oL
5 P =c,—puX,ten, +uFte,, —Aly:=0 (7.10)
Ly,
oL _
a—; =c —pX; e, — Aly =0 (7.11)
oL
-2 = —(Ayzy + Az —b) =0 (7.12)
Ay
Per la seva banda, les condicions d’optimalitat de primer ordre del Lagrangia dual (7.8)
son:
oL
3xz =cy,— Ay — 2z, +w:=0 (7.13)
oL
L Aly —2:=0 (7.14)

B
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L

aa—yd =b-— Aul‘u — All'l =0 (715)
L

%igzzuz—%%-xen:zo (7.16)
L

OLa _ Wiy, -~ Fey, =0 (7.17)

Les condicions (7.12) i (7.15) son la mateixa, i imposen la factibilitat primal a ’o0ptim.
Les condicions (7.13) i (7.14) imposen la factibilitat dual de la solucié. Les condicions (7.16)
i (7.17) (usant (7.9)) poden ser reescrites com:

ZuXyen, = leén
v v 7.18
Zleem = U, } ( )
FWe,, = ue,, (7.19)

i les anomenarem condicions de complementarietat (aixo degut a que, quan p — 0 tenim
que (7.18) 1 (7.19) sén exactament les condicions del teorema de la folga complementaria,
les quals han de ser garantides per la soluci6 del problema primal i dual). Finalment, es
pot veure facilment que, verificant-se la factibilitat primal, la factibilitat dual i la comple-
mentarietat, automaticament queden satisfetes les dues condicions restants (7.10) i (7.11):
e pel que fa a (7.10) veiem que:

0 2 Cu — X, Yen, +uF"te,, —Aly
=Aly+zy —w—pX, e, +puF te,, — Aly [usant (7.13)]
= Zyen, —Wen, —puX; ten, +pnF e, [usant (7.9)]
= (Zuen, — pX, en,) + (uF e, — Wen,)

= [usant (7.18) 1 (7.19)]

e per la seva banda, per (7.11) observem que:

z _ X—l _At
0=c —pX; e 1Y

= Ajy+ 2 — pX; ten, — Ajy [usant (7.14)]
= Zien, — nX] 'en, [usant (7.9)]
=0 [usant (7.18)]

Per tant, les condicions finals de Karush-Kuhn-Tucker de primer ordre que ha de
verificar un punt per ser considerat optim del nostre problema seran les sis seglients:

XuZyen, = len, (7.20)

X1Zey, = pen, (7.21)
Ayxy, + A =0 (7.22)
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Aly+ 2 = ¢ (7.23)

FWe,, = uen, (7.24)

Aty + 2z, —w = ¢y (7.25)

Clarament, quan n, = 0 (2 = n;, és a dir, no hi ha cap variable amb fita superior)

només cal considerar les equacions (7.21), (7.22) i (7.23), les quals sén, efectivament, les
condicions d’optimalitat del metode primal-dual estandard sense fites a les variables (com
es pot veure a [5]).

7.2.4 Solucié del sistema no lineal.

El sistema no lineal d’equacions (7.20-7.25) resultant es resoldra usant el metode de
Newton, on el sistema lineal d’equacions J;d; = —f; —essent J; el jacobia del sistema,
d; la direcciéo de Newton i f; I'avaluacié del sistema al punt actual— a ser resolt a cada
iteraci6 ¢ és:

Zu X, dx,, pen, — XuZuén,
Z X dz; pen, — X1 Zien,
A, | A dy _ b— Az (7.26)
Al 1, dz, a—Aly—z
W F dz; pwen, —WkFEey,,
At 11, —1,, dw ey — ALy — 2z +w
Definint els nous vectors (que representen els termes independents del sistema lineal ante-
rior):
b1, = pen, — X1Z1ep, (7.27)
b1, = pen, — XuZyuen, (7.28)
by = pe,, — WFe,, (7.29)
by =b— Ax (7.30)
by, =c — Aly — z (7.31)
by, =cu— ALy — 2z, +w (7.32)

el sistema lineal d’equacions a resoldre a cada iteracié de I'algorisme pot ser escrit com:

Zuwdzy + Xydzy = b1, (7.33)
Zydx, + Xidz = by, (7.34)
—Wdx, + Fdw = by (7.35)
Aydx, + Aydz; = bs (7.36)
Al dy + dz, — dw = by, (7.37)
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Aldy + dz = by, (7.38)

La segiient proposicié presenta com solucionar el sistema anterior.

Proposicio 7.1.
La solucié del sistema (7.33-7.38) ve donada per:

(ASAY)dy = bs + ASr (7.39)
dz = S(Atdy — ) (7.40)

dw = F~(by + Wdz,) (7.41)

dzy = by, +dw — Al dy (7.42)

dz; = by, — Aldy (7.43)

essent _
r= @l rht reR” r,e R™ r €R™
4 1 —1 (7.44)
Ty = F bg + b4u — Xu blu T = b4l — Xl bll
i
S = Su 0 S c ]Rle’fL S c IRnanu Sl c ]Rnlxmu
0 S P ’ (7.45)

Sy =FX (Z,F+ X, W)™t S =2771X
on S, i .5; poden ser calculades directament, donat que no sén més que productes i sumes

de matrius diagonals

Demostracio.
Aillant dz,, de (7.37), dz; de (7.38), dw de (7.35), dz,, de (7.33) i dz; de (7.34) obtenim:

dz, = by, — Al dy + dw (7.46)
dz; = by, — Aldy (7.47)
dw = F~(by + Wdx,) (7.48)
dr, = Z; (b1, — Xudzy) (7.49)
dr; = Z; (b1, — Xidz) (7.50)

Substituint (7.46) i (7.48) a (7.49) tenim que:

iy
S
iy

e

Xu[ba, — Aydy + dw))
— Xuby, — Xydw + X, Al dy)
— Xyba, — Xu[F 1 (by + Wdx,)] + X, Al dy)
Y(by, — Xubs, — XuF by — X, F~'Wdz, + X, Al dy)
by, — 27 X bs, — 2P X F by — 2 X F W, + 2, X AL dy

| I|
N N

SR s
_ =
/N /N

S

=

IS

I
N
&

e

I
Y

IS
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Agrupant termes s’arriba a
M+ Z ' X F " W)dz, = Z;, by, — Z, Xuba, — Z ' X F Yoy + 2,1 X, Al dy

Definint 7T,, com
T,=1+Z' X, F7'W (7.51)

la seva inversa ve donada directament com
T, ' =FZ,(FZ, + X, W) ! (7.52)
Llavors ’expressio anterior de dx, pot ser escrita com
dr, =T, (Z7 0y, — Z;7 ' Xybs, — Z7 X F Yoo + Z 1 X, Al dy) (7.53)
Analogament, substituint (7.47) a (7.50) s’obté directament que

day = 7, (by, — Xu[ba, — Afdy))
dry = 7, 'y, — Z7  Xoby, + 27 X Aldy (7.54)

Ara, usant (7.53) i (7.54), 'equacié (7.36) queda com segueix:

AT, N2 01, — 2 Xyba, — Z ' X F 0y + Z, P X, Al dy) |+
+A [ 27 01, — 27 Xoba, + Z7 P X Aldy] = by
AT Z7 by, — Xubs, — XuF 7 0o) + AT 1 21 X, Al dy+
+ A Z7 by, — Xby)) + A Z7 P X Aldy = by (7.55)

Definint S,, 1 S; com
Sy =T.'Z X, =FX,(FZ, + X, W)} (7.56)
S =277'x, (7.57)
i agrupant termes, 1'expressié (7.55) queda

(AuSy AL + AiSi A dy = by + AT, ' Z (X F =Yg + Xyba, — b1,) + A Z7 N (Xoby, — by,)
(AyS AL + AiS AN dy = by + AySy(F Yoo + by, — X, b1,) + ASi(by, — X, 1by))

L’expressié final del calcul dy és:
(ASAY)dy = bs + ASr (7.58)
on 7 i S sén respectivament:

r=(rlr)" oty =F lby+bsy, — X, b1, ri=by — X; by, (7.59)
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S — ( o gl) (7.60)

Un cop hem calculat dy, substituint el seu valor a (7.53) i (7.54) déna:

dr, =T, (Z; by, — Z,; ' Xuby, — Z ' X F 0y + 21 X, Al dy)
=T, ' Z X (X by, — by, — F~ by + Al dy)
dx, = Sy (Al dy —r,) (7.61)

dry = Z;7 by, — Z;7 ' Xoba, + Z7 P X Aldy
= Zl_le(Xl_lblz - b4z + Afdy)
d:L‘l = Sl(Afdy — ’I“l) (762)

Agrupant (7.61) i (7.62) tenim que l'expressié final del calcul de dx és:
dz = S(Atdy — ) (7.63)

Un cop dy i dx sén coneguts, dz i dw es calculen directament a través de les expressions
inicials (7.46), (7.47) i (7.48).
|

L’algorisme presentat soluciona a cada iteraci6 el sistema (7.26) a través de (7.39-
7.43), a diferéncia d’altres —com [77]— on (7.26) es soluciona usant un metode predictor-
corrector [54] el qual requereix de técniques per a matrius simetriques indefinides basades
en la factoritzacié de Bunch-Parlett [26,79,78].

També cal fer notar que en la solucié del nostre sistema cal invertir les matrius di-
agonals X, Z, W, F' definides a (7.9). Naturalment aixd només és possible si cap element
diagonal és igual a 0. Per tant, per poder garantir I'obtenci6é de (7.39-7.43) cal que les
variables primals i duals no arribin mai a les seves fites (inferiors o superiors), és a dir,
hem d’obligar a tenir sempre punts estrictament interiors respecte les seves fites.

7.2.5 Actualitzacié del nou punt i del parametre ;. de penalit-
zacio.
Un cop s’han calculat les direccions (7.39-7.43), cal actualitzar les noves variables

primals i duals per a la segiient iteracié. Es a dir, calcularem:
Tit1 = i + apdr
i+1 = Y;i + aqd
Yi+1 Yi day (764)
Ziv1 = 2 + aqdz

Wit = w; + agdw

on «a, i ag sén tals que preserven el fet de que cada iterat sigui un punt interior (és a dir,

ap manté que 0<xzy,,, i 0<z,, , <T,, mentre que oy garanteix que 0<z i O<w).

i1
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Només queda fer 'actualitzacié del parametre p de la barrera logarismica abans de
tornar a calcular les direccions (7.39-7.43) per al nou iterat calculat previament. Com és
habitual als metodes primal-dual, el parametre u s’actualitza en funcié de la distancia que
hi ha al punt actual entre la funcié primal i la funcié dual (que anomenarem gap dual).
Al nostre cas concret, tenim que:

gap dual = 'z — (b'y — 7' w) [usant (7.2) i (7.4)]
=cloe — 2t Ay + Tt w [usant (7.2)]

= ( =yt Az + T w
= (2 —w' 2}) (Z“) + T w [usant (7.4)]

!

t

t t —t
= 2,Ty t 2/ — T, W+ T, W

= 2'o + (Ty — z0)'w

= 'z + flw [usant (7.2)]
= pn + pny, [usant (7.20), (7.21) 1 (7.24)]
= (7 + nu)
4
_ gap dual

(N +ny)

Per tal de que a la segiient iteraci6é es millori el gap dual (garantint la convergencia de
I’algorisme), es prendra com nou parametre p;11 una fraccié de 'anterior. Es a dir:
gap dual

Hi+1 = Um on O<ox1 (765)

7.3 Implementaci6é de ’algorisme.

En aquesta seccié es detallaran alguns aspectes de la implementacié de 'algorisme
realitzada. Els cinc punts concrets a tractar seran la forma de solucionar el sistema (7.39)
a cada iteracid, com escollir el punt inicial (z¢, yo, 20, wo), com calcular les passes oy, 1 ag
de (7.64), com fer I'actualitzacié del parametre p de la barrera logarismica i quines sén les
condicions d’aturada del procés iteratiu de minimitzacio.

7.3.1 Obtenci6 de dy a cada iteracio.

El pas més costés, des del punt de vista computacional, de tot I'algorisme és I’obtencid
de dy a través del sistema (7.39). Donat que es garanteix que en tot moment el punt
actual és interior respecte les fites simples de les variables, tenim que la matriu ASA? sera
simétrica i definida positiva, sempre i quan A sigui de rang complet (és a dir, sempre i
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quan rang(A)= ). D’igual forma, per a la majoria de problemes la matriu A acostuma a
ser forca esparsa, i sovint aquesta propietat es manté en construir ASAt. Per tant sembla
raonable aplicar tecniques de resolucié de sistemes especialment dissenyades per a matrius
simetriques definides positives i esparses (és a dir, s’emprara una factoritzacié de Cholesky
per a matrius esparses i de gran dimensid). Concretament, la implementaci6 realitzada
utilitza la llibreria SPARSPAK [29] dissenyada per aquest tipus de sistemes.

En fer la factoritzacié de Cholesky de ASA? cal tenir molt present 'ordenacié de les
seves files (o columnes), donat que una mala ordenacié pot donar lloc a que es crein un gran
nombre d’elements no-zero, tot degradant I’esparsitat original de la matriu. Per tant, abans
de fer la factoritzacié, cal reordenar les files de ASA! de forma que garantim la creacié del
menor nombre possible d’elements. Hi ha dos possibles metodes a aplicar per tal de trobar
aquesta ordenacié millor: 'ordenacié del minim grau (“minimum-degree ordering”), i la
del minim ompliment (“minimum-local-fill-in ordering”) [26]. Al codi desenvolupat s’ha
usat la rutina GENQMD de la llibreria SPARSPAK, la qual implementa 1’algorisme del
minim grau.

Cal també observar que la topologia de la matriu AS A no varia durant tota lexecucié
del programa. Només hi ha una variacié en els coeficients de la matriu diagonal S definida
a (7.45). Aquest fet és clau, donat que implica que només cal fer una tnica reordenacié
de files mitjancant ’algorisme del minim grau al principi, en comptes d’una vegada a cada
iteraci6. D’igual forma també es pot explotar el fet de tenir una topologia constant fent
una factoritzacié simbolica previa del sistema. Aixo ens proporciona el patré d’esparsitat
del sistema un cop ja factoritzat, i agilitza clarament el posterior procés de calcul.

Per tal de calcular de forma eficient ASA? (només la part sub i diagonal, pero, ja que
és una matriu simetrica) el codi usa una variacié de la idea proposada a [55]. Considerem
que la part subdiagonal de ASA! s’'emmagatzema per columnes al vector 1nz (maxlnz), on
maxlnz és el nombre d’elements no nuls de la part subdiagonal de AS At un cop realitzada
la factoritzacié simbolica, mentre que els elements diagonals es troben al vector diag(m).
El nombre d’elements que originalment es tenen a ASA? (abans de factoritzar) correspon
al nombre de parells de files de A (A%, A™") tal que alguna variable x; apareix amb un
coeficient no nul en ambdues constriccions ¢; i 42 (és a dir 3 j : a;y,; # 01 aiy,; # 0).
Considerem que el nombre de parells de files que donen lloc a un element no nul de la
part sub i diagonal de AS At és np. Llavors tindrem un vector ilnz(np) que ens dira
per cada parell de files amb elements coincidents quina posicié ocupa dins els vectors
1nz(.) odiag(.), tenint en compte la informacié de la factoritzacié simbolica previament
feta. Per tal de que ilnz(.) mantingui una unica numeracié, els vectors 1lnz(.) i
diag(.) s’emmagatzemen a memoria de forma consecutiva, dins un vector que podem
anomenar asa(maxlnz+m), i llavors aquelles posicions i tals que 1<ilnz(i)<maxlnz
correspondran a la part subdiagonal, mentre que aquelles on maxlnz<ilnz (i) <maxlnz+m
estaran associades a la part diagonal.

També cal un vector ifillin(nfill), on nfill és el nombre d’elements no-zero creats
a la part subdiagonal en factoritzar (és a dir, nfill=maxlnz— (np—m)). Aquest vector ens
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dona les posicions dins 1nz(.) dels nous elements creats, les quals han de ser inicialitzades
a zero a cada iteracié. A més, disposarem de tres vectors més anomenats ka(np+1), 1a(.)
i va(.). El vector ka(.) per cada parell de files (i1,i2) de A que donen lloc a un
element no-zero té un punter als vectors la(.) i va(.). El primer d’aquests, la(.),
ens diu quines sén les columnes j amb elements no-zero a les dues files i1 i 72 que estem
considerant, mentre que va(.) ens dona directament el producte a;, ; - a;, ;. El nombre
total de columnes amb elements no-zero d’un parell de files es troba fent ka(i+1)-ka(i),
essent ¢ 'entrada associada a aquesta parella de files dins el vector ka(.). Per exemple, si
considerem la matriu de constriccions A segiient:

Ty T2 I3 T4 Ty T
3 2 1
A= | 3 5 1
2 3 -1 1

on m=3, np=6, maxlnz=3 i nfil1=0, tenim que els vectors anteriorment definits sén:

i)=1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15
ka(i) =1 4 5 7 10 12 16
la(i) =2 3 4 3 2 3 1 3 5 1 3 1 2 3 6
va(i) =9 4 1 109 -2 9 251 6 -5 4 9 1 1
ilnz(i) =4 1 2 5 3 6

Amb aquesta estructura de dades, considerant que la matriu diagonal S es troba al
vector s(n) de dimensié nombre de columnes de A, la creacié de la part sub i diagonal de
AS At es redueix simplement a fer:

Algorisme A7.1. Calcul de ASA?.

per i = 1 fins nfill fer
~ asa(ifillin(i))= 0.0
fi_per
per i = 1 fins np fer
acum:= 0.0
per j = ka(i) fins ka(i+1)—1 fer
o acum:= acum + va(j) - s(la(j))
fi_per

asa(ilnz(i))= acum
fi_per

Tot i que la matriu ASA? es suposa definida positiva, podria ser que, si A no és
de rang complet, s’arribés a tenir pivots diagonals amb valor nul en fer la descomposicié
de Cholesky. Aquest fet podria ser evitat si s’usés pivotacié parcial en escollir el pivot,
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pero aixo ens modificaria 'esparsitat de la descomposicié desaprofitant la factoritzacio
simbolica feta previament. El que realment s’ha fet, seguint una recomanacié de [55],
ha estat, en comptes de solucionar el sistema (flelt)x = b, solucionar el sistema escalat
(A(S/v)AY)z = b/~, on v = max{Si;,i = 1,...,m}. Sien solucionar el nou sistema escalat
trobem un pivot nul, automaticament li assignem un valor petit (p.e, 10712), i continuem
la factoritzacié. Aixd és equivalent a introduir una petita perturbacié dins la matriu A
de forma que eliminem el fet de tenir alguna fila combinacié lineal d’altres. Els resultats
obtinguts amb aquesta regla han estat forga satisfactoris. Tanmateix, a més d’aquesta
simple estrategia, s’han provat d’altres de més acurades, com ara la triangularitzacié de
Gill-Murray [30], sense haver obtingut un millor resultat.

7.3.2 Elecci6 del punt inicial.

Un dels punts clau dins de ’algorisme és el calcul del punt inicial d’iteracié. Aquest
punt, que ha de ser estrictament interior, s’inicialitza atenent dos criteris principals. El
primer és el de no fixar variables a un valor que estigui a prop de les seves fites, donat
que llavors tindriem un punt “poc interior”. El segon és que, donat que el punt optim ha
de satisfer les condicions (7.20-7.25), interessa que el punt inicial satisfaci ja d’entrada el
maxim nombre de condicions d’optimalitat possible. Dit aixo0, el criteri seguit a I’hora de
trobar el punt inicial és el segiient:

a) Variables z: x; = 100 i x,, = min{100, %}

b) Variables y: y = 0 (y sén variables lliures i poden tenir qualsevol valor).

c) Variables z i w: donat que hem fixat y = 0, llavors les condicions de factibilitat dual
(7.23) i (7.25) queden directament com

zZ] = C

Zu — W = Cy

La primera condicié es podra satisfer si Vi ¢;;, > 0, ja que siné tindriem una component
de z; no interior. A més, no només interessa que totes les components de ¢; siguin
positives, siné que també cal que estiguin lluny de zero per evitar tenir un punt “poc
interior”. Per tal de garantir aixo, z; s'inicialitza com z;, = max{¢;,,100}. La segona
condicié sempre la satisfarem inicialitzant w i z, com segueix:

' Jw; =100, 2, = ¢y, + 100 sic,, =0
WirZui =9 2, =100, w; = 100 — ¢y, i ¢y, <0

7.3.3 Calcul de les passes «, i ay.

Les passes «, 1 ag usades a (7.64) es calculen de forma que en tot moment es man-
tinguin els valors de les variables entre fites. A més, sempre que sigui possible fer-ho sense
violar les fites de les variables, s’intenta que prenguin el valor de 1, ja que aixi estariem



122 Capitol 7. Algorisme primal-dual de punt interior

resolent el sistema lineal (7.26) usant la direccié exacta del metode de Newton. Per tal de
garantir ambdds objectius oy, i aq sén calculades com:

oy = min {p - min{ ;xl Vi:dr; <0},p- min{% Vi:dz,, >0},1}
_i% —w% (7.66)
g = min {p - min{ 7, Vi:dz <0}, p- min{ " Vi:dw; <0},1}

on p és un valor <1 pero proper a 1, usat per impedir que la variable que ens proporciona
la passa maxima arribi a la seva fita. A la implementacié feta p=0.99.

7.3.4 Actualitzacié del parametre .

L’expressio de 'actualitzacié del parametre p a la nova iteracié i4+-1 venia donada per
I'equacié (7.65) i era p;+1 = o - gap dual/(n + n,), on o havia de ser un valor tal que
0 < 0 < 1. En general un valor de 0=0.1 acostuma a ser prou satisfactori. Tanmateix s’ha
usat una actualitzacié dinamica de p, tal i com es descriu a [78]. Sigui a,q = min{a,, aq},
o, 1 g definits a (7.66), llavors el parametre o es troba a cada iteracié com:

1-— QApd >2
= (== 7.67
? <1Oapd +1 (7.67)

Aix0 fa que, quan «a,q és proper a 1 (és a dir, no ha estat necessari escurgar o bé oy, o bé
aq a causa de les fites) tenim que o tendeix a 0, amb el qual disminuirem p; 1. Per altra
banda, quan a4 s’apropa a 0 (alguna variable esta a prop de la seva fita) augmentem 1.
Donat que el parametre p controla la barrera logarismica, actualitzant ¢ d’aquesta forma
estem fent que, quan les variables estan lluny de les fites, disminuim la barrera logarismica,
mentre que quan alguna esta a prop incrementem el seu pes dins el Lagrangia.

7.3.5 Condicions d’aturada.

Les condicions d’aturada implementades son les habituals dels metodes primal-dual:
un punt es considera Optim quan supera un test de factibilitat primal, un de factibilitat
dual i un sobre el gap dual entre les funcions objectiu primal i dual. Concretament les tres
condicions a complir son:

|| Az — b o .
— < € Factibilitat Primal 7.68
NI (7:0%)
(e ) =l
Aivta <e;  Factibilitat Dual (7.69)
L+ [lc]l2
|tz — (b'y — Tw)|
T n < €4 Gap Dual (7.70)
A la implementacié realitzada els valors usats per a €y, €4 i €5 s6n €, = €4 = 1076 4

€g = 10-8.
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7.4 Resultats computacionals.

Presentem en aquesta seccié els resultats computacionals obtinguts amb la imple-
mentacié feta de ’algorisme presentat en apartats anteriors. S’han usat un total de 80
problemes de programacié lineal pertanyents a la bateria de tests de la Netlib [28]. Tots
aquests tests han estat agafats a través d’un ftp anonim al compte netlib.att.com, i es tro-
ben dins del directory /netlib/Ip/data. Només s’han usat problemes sense variables lliures
a la seva formulacid, donat que la implementacié feta no contempla aquesta possibilitat.
La taula 7.1 mostra les principals caracteristiques dels problemes test usats. La taula pre-
senta per a cada problema el seu nom (columna “Nom”), el nombre de constriccions del
problema (columna “Constr.”), el nombre de variables (columna “Vars.”) , i el nombre
d’elements no-zero de la matriu de constriccions (columna “No-zeros A”).

La implementacié feta (a la qual ens referirem com IP) ha esta codificada en ANSI-C
i s’ha comparat amb dos codis capdavanters de programacio6 lineal. El primer d’ells és el
paquet MINOS 5.3 [59], el qual esta basat en el metode del simplex per a programacio
lineal. El segon és el paquet LoQo [77], una implementacié eficient d’'un metode primal-
dual per a programacié lineal i quadratica. Totes les execucions s’han realitzat sobre una
SunSparc 10/41 sota UNIX, amb un dnic processador RISC de 40Mhz i aproximadament
20 Mflops i 100 Mips, i amb 64 Mbytes de memoria (32 Mbytes reals i 32 Mbytes mapejats
a disc). La taula 7.11 mostra els resultats obtinguts amb cada paquet. Per a cada un dels
tres codis (IP, LoQo i MINOS) es presenta el valor optim assolit (columna “Valor optim”),
el nombre d’iteracions realitzat (columna “Iter.”) i el temps de CPU en segons requerit
(columna “CPU”).

Es pot observar a la taula 7.11 com els tres codis en tot moment van assolir els mateixos
valors optims (hi ha petites diferencies, pero sén menyspreables). També es pot veure que
IP i LoQo realitzen moltes menys iteracions que MINOS, degut a que estan basats en un
metode de punt interior en comptes de en el simplex. I comparant només aquests dos,
en general IP realitza més iteracions que LoQo. El codi desenvolupat (IP) no va poder
executar dos problemes (“fit2p” i “maros-r7”) degut a problemes de memoria. LoQo
no va tenir aquests problemes perque no resol el sistema (7.26) a través de (7.39-7.43),
sind directament aplicant tecniques per a matrius simetriques i indefinides. Aquest fet
explica també el comportament tan diferent que tenen ambdds codis en alguns exemples
(per exemple, als problemes “fitlp” i “fit2d”). IP va tenir problemes de convergencia al
problema “greenbea”, mentre que MINOS no va poder satisfer les constriccions de forma
acurada al test “maros-r7”. La darrera fila de la taula 7.11 mostra el valor promig per a
cada codi pel que fa al nombre d’iteracions i temps de CPU. Pot observar-se com els dos
codis de punt interior es mostren més eficients que MINOS. També es veu que LoQo té un
millor rendiment que IP. Tanmateix IP realitza moltes més iteracions que LoQo, el qual
indica que efectivament IP té un cost per iteracié menor que LoQo, com s’havia previst
inicialment per la forma especial de solucionar el sistema (7.26).
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Taula 7.1. Caracteristiques dels problemes test.

Nom Constr. | Vars. | No-zeros A Nom Constr. | Vars. | No-zeros A
25fv47 822 1571 11127 nesm 663 2923 13988
80bau3b 2263 9799 29063 pilot 1442 3652 43220
adlittle 57 97 465 pilot87 2031 4883 73804
afiro 28 32 88 pilotnov 976 2172 13129
agg 489 163 2541 recipe 92 180 752
agg2 517 302 4515 sc105 106 103 281
agg3 517 302 4531 sc205 206 203 552
bandm 306 472 2659 sch0a 51 48 131
beaconfd 174 262 3476 sc50b 51 48 119
blend 75 83 521 scagr2b 472 500 2029
bnll 644 1175 6129 scagr7 130 140 553
bnl2 2325 3489 16124 scfxm1 331 457 2612
boeingl 351 384 3865 scfxm?2 661 914 5229
boeing?2 167 143 1339 scfxm3 991 1371 7846
bore3d 234 315 1525 scorpion 389 358 1708
brandy 221 249 2150 scrs8 491 1169 4029
czprob 930 3523 14173 scsdl 78 760 3148
d2q06¢ 2172 5167 35674 scsd6 148 1350 5666
d6cube 416 6184 43888 scsd8 398 2750 11334
degen2 445 534 4449 sctapl 301 480 2052
degen3 1504 1818 26230 sctap2 1091 1880 8124
€226 224 282 2767 sctap3 1481 2480 10734
etamacro 401 688 2489 seba 516 1028 4874
fifff800 525 854 6235 sharelb 118 225 1182
finnis 498 614 2714 share2b 97 79 730
fitld 25 1026 14430 shell 537 1775 4900
fitlp 628 1677 10894 ship041 403 2118 8450
fit2d 26 10500 138018 ship04s 403 1458 5810
fit2p 3001 13525 60784 ship081 779 4283 17085
ganges 1310 1681 7021 ship08s 779 2387 9501
gfrd-pnc 617 1092 3467 ship121 1152 5427 21597
greenbea 2393 5405 31499 ship12s 1152 2763 10941
growlh 301 645 5665 sierra 1228 2036 9252
grow22 441 946 8318 standata 360 1075 3038
grow’7 141 301 2633 standgub 362 1184 3147
israel 175 142 2358 standmps 468 1075 3686
kb2 44 41 291 stocforl 118 111 474
lotfi 154 308 1086 stocfor2 2158 2031 9492
maros 847 1443 10006 woodlp 245 2594 70216
maros-r7 3137 9408 151120 woodw 1099 8405 37478
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Taula 7.11. Resultats obtinguts amb els problemes test.
IP LoQo MINOS
Nom Valor optim | Iter. | CPU | Valor optim | Iter. | CPU Valor optim | Iter. CPU
25fv47 5501.8 45 23.9 5501.8 29 19.8 5501.8 6477 75.8
80bau3b 987224.2 71 61.3 987224.2 44 52.4 987229.0 11158 | 239.2
adlittle 225495.0 20 0.1 225495.0 14 0.1 225495.0 108 0.3
afiro -464.8 13 0.0 -464.8 13 0.0 -464.8 14 0.1
agg -35991767.3 43 6.8 -35991767.3 26 1.9 -35991767.3 158 1.6
agg2 -20239252.3 37 9.5 -20239252.3 22 4.4 -20239252.4 223 2.2
agg3 10312115.9 39 9.8 10312115.9 22 4.4 10312115.9 255 2.2
bandm -158.6 34 1.5 -158.6 20 1.6 -158.6 474 2.7
beaconfd 33592.5 18 1.3 33592.5 14 1.2 33592.5 95 1.1
blend -30.8 20 0.1 -30.8 14 0.2 -30.8 115 0.4
bnll 1977.6 51 7.5 1977.6 35 7.1 1977.6 1166 9.5
bnl2 1811.2 61 124.7 1811.2 40 122.4 1811.2 5441 125.0
boeingl -335.2 44 4.0 -335.2 28 3.1 -335.2 579 3.0
boeing?2 -315.0 32 0.8 -315.0 28 1.1 -315.0 159 0.7
bore3d 1373.1 29 0.9 1373.1 17 0.9 1373.1 118 1.1
brandy 1518.5 29 1.2 1518.5 22 1.5 1518.5 310 1.7
czprob 2185196.7 56 12.8 2185196.7 38 10.9 2185196.7 1506 17.8
d2q06¢ 122784.2 58 263.6 122784.2 36 247.0 122784.2 43934 | 1246.4
d6cube 315.5 51 80.8 315.5 23 75.2 315.5 96780 | 1049.1
degen?2 -1435.2 26 6.7 -1435.2 14 4.7 -1435.2 974 6.5
degen3 -987.3 38 165.6 -987.3 17 73.4 -987.3 7109 158.4
e226 -18.8 39 1.7 -18.8 22 1.4 -18.8 455 1.9
etamacro -755.7 49 5.6 -755.7 30 8.9 -755.7 761 4.1
fIftf800 555679.6 78 17.8 555679.6 36 10.6 555679.6 272 3.3
finnis 172791.1 42 2.7 172791.1 26 2.2 172791.0 547 3.4
fitld -9146.4 56 4.8 -9146.4 21 5.3 -9146.4 2626 6.4
fitlp 9146.4 26 | 381.6 9146.4 26 4.8 9146.4 894 13.6
fit2d -68464.3 48 44.7 -68464.3 24 195.0 -68464.3 32235 | 291.2
fit2p (a) 68464.3 24 41.1 68464.3 14240 | 1128.3
ganges -109585.7 41 15.2 -109585.7 23 10.7 -109585.8 663 9.5
gfrd-pnc 6902236.0 55 1.9 6902236.0 19 1.6 6902236.0 686 5.7
greenbea (b -72555247.5 47 86.9 -72462405.9 | 24537 | 645.5
growld -106870941.1 24 2.0 -106870941.3 | 23 3.0 -106870941.3 426 4.3
grow?22 -160834336.2 25 3.3 -160834336.5 | 28 5.2 -160834336.5 676 8.0
grow7 -47787811.8 23 0.8 -47787811.8 20 1.2 -47787811.8 175 1.4
israel -896644.8 71 12.3 -896644.8 28 1.2 -896644.8 250 1.2
kb2 -1749.9 28 0.1 -1749.9 21 0.2 -1749.9 50 0.2
lotfi -25.3 29 0.5 -25.3 25 0.8 -25.3 205 0.8
maros -58063.7 65 22.2 -58063.7 28 14.0 -58063.7 1910 20.0
maros-r7 (a 14971852 | 22 | 3603.3 °)

(a) No hi ha suficient memoria per executar aquest problema. (®) Problemes de convergencia.

(¢) Error numeric. No es poden satisfer les constriccions de forma acurada.



126

Capitol 7. Algorisme primal-dual de punt interior

Taula 7.11.(cont.) Resultats obtinguts amb els problemes

test.
1P LoQo MINOS

Nom Valor optim | Iter. | CPU Valor optim | Iter. | CPU Valor optim Tter. CPU
nesm 14076036.6 65 194 14076036.5 38 22.2 14076073.1 3061 26.4
pilot -557.5 72 520.5 -557.5 44 463.3 -557.4 15996 | 738.5

pilot87 301.7 79 | 2312.7 301.6 46 | 1923.7 301.7 24284 | 3041.2
pilotnov -4497.3 40 40.1 -4497.3 29 39.7 -4497.3 2525 34.9
recipe -266.6 18 0.1 -266.6 13 0.3 -266.6 27 0.4
sc105 -52.2 15 0.1 -52.2 14 0.1 -52.2 44 0.3
sc205 -52.2 17 0.2 -52.2 17 0.4 -52.2 77 0.6
sch0a -64.6 15 0.0 -64.6 14 0.1 -64.6 28 0.2
sc50b -70.0 12 0.0 -70.0 13 0.1 -70.0 15 0.2
scagr2b -14753433.1 47 1.4 -14753433.1 18 1.0 -14753433.1 319 2.4
scagr7 -2331389.8 23 0.2 -2331389.8 15 0.2 -2331389.8 106 0.5
scfxml1 18416.8 38 1.7 18416.8 26 1.9 18416.8 361 2.1
scfxm?2 36660.3 46 4.8 36660.3 28 4.2 36660.3 753 6.5
scfxm3 54901.3 46 8.4 54901.3 28 6.4 54901.3 1097 134
scorpion 1878.1 23 0.7 1878.1 16 0.7 1878.1 134 1.3
scrs8 904.3 37 2.5 904.3 23 2.9 904.3 682 5.3
scsdl 8.7 14 0.3 8.7 15 0.9 8.7 359 1.8
scsd6 50.5 17 0.8 50.5 17 1.6 50.5 1106 5.2
scsd8 905.0 17 1.8 905.0 17 3.4 905.0 3026 25.6
sctapl 1412.3 30 0.8 1412.3 18 0.9 1412.2 257 1.6
sctap2 1724.8 33 7.7 1724.8 16 4.9 1724.8 661 9.0
sctap3 1424.0 36 11.9 1424.0 16 6.2 1424.0 953 20.2
seba 15711.6 40 68.4 15711.6 19 2.1 15711.6 366 3.5
sharelb -76589.3 89 1.0 -76589.3 26 0.7 -76589.3 250 0.8
share2b -415.7 20 0.2 -415.7 14 0.2 -415.7 111 0.4
shell 1208825347.3 | 32 1.6 1208825346.9 | 25 3.0 1208825346.0 | 321 4.5
ship04l1 1793324.5 21 2.4 1793324.6 19 2.9 1793324.5 290 4.3
ship04s 1798714.7 24 1.6 1798714.7 19 2.1 1798714.7 157 2.9
ship081 1909055.2 27 6.9 1909055.2 20 6.5 1909055.2 473 10.0
ship08s 1920098.2 24 3.3 1920098.2 20 3.7 1920098.2 256 5.3
ship12l 1470187.9 25 10.0 1470187.9 24 9.7 1470187.9 961 18.6
ship12s 1489236.1 25 4.8 1489236.1 22 4.8 1489236.1 437 9.0
sierra 15394362.2 25 6.6 15394362.2 21 5.9 15394362.2 864 12.2
standata 1257.7 29 1.4 1257.7 23 1.9 1257.7 131 2.3
standgub 1257.7 29 1.4 1257.7 23 2.0 1257.7 105 2.2
standmps 1406.0 42 3.7 1406.0 32 3.4 1406.0 383 3.0
stocforl -41132.0 22 0.2 -41132.0 17 0.2 -41132.0 92 0.4
stocfor2 -39024.4 45 19.6 -39024.4 31 11.7 -39024.4 3092 69.8
woodlp 1.4 38 57.1 1.4 28 53.8 1.4 870 21.1
woodw 1.3 51 49.1 1.3 27 41.1 1.3 3572 76.5
PROMIG 37 58.1 23 46.0 3747 97.5
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El dit anteriorment sobre el rendiment de cada codi pot observar-se clarament a les
Fig. 7.1 1 Fig. 7.2. La Fig. 7.1 mostra el temps de CPU (eix y) per als tres codis segons la
mida del problema (eix ). Com a mida del problema s’ha agafat el nombre de constricci-
ons de cada un (tot i que es podria haver seguit un altre criteri com el nombre de variables,
d’elements no-zero de la matriu o una expressi6 funcié d’aquests valors). Només es presen-
ten els problemes amb una mida relativament gran (per ex., més de 500 constriccions), per
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simplificar la grafica. El temps de CPU s’ha escalat logarismicament. Pot observar-se que,
en general, MINOS es troba per sobre dels dos codis de punt interior, mentre que LoQo
dona un millor rendiment. IP es troba en una situacié intermedia. Per la seva banda la
Fig. 7.2 ens mostra, per a IP i LoQo, el temps per iteraci6 (a l’eix y com abans) segons la
mida del problema (eix x). Només es mostren, com a la figura anterior, els problemes amb
més de 500 constriccions. De nou també el temps per iteraci6 s’ha escalat logarismicament.
Pot observar-se com IP té tendencia a donar millors temps per iteraci6. Malgrat aixo, el
fet de que requereixi forca més iteracions que LoQo per convergir a ’o0ptim fa que no tin-
gui un comportament global tan eficient com aquell. Aquests mateixos resultats han estat
obtinguts per Vanderbei et al. a [80] i, tal i com s’esmenta en aquell document, el fet de
que LoQo tingui una millor convergencia i un cost per iteracié major es deu al fet de que
implementa un metode predictor-corrector per solucionar el sistema d’equacions (7.26).



Capitol 8

Especialitzacié d’un metode primal-dual per
a fluxos multiarticle.

En aquest capitol es detallara un metode primal-dual de punt interior per a la resolucié
de problemes de fluxos multiarticle lineals. Esta basat en el metode general descrit al
capitol precedent, i la majoria de conceptes que a continuacio es presentaran faran esment
a d’altres d’introduits previament.

El metode es presentara i desenvolupara de forma que es considerin constriccions a
banda en la formulacié del problema. Tanmateix, a I’hora de descriure ’esquema de re-
solucié numerica, basat en un gradient conjugat amb precondicionament, es tindran en
compte només les constriccions de capacitat mutua, donat que la cerca d’un precondicio-
nador eficient per a les constriccions a banda (les quals poden tenir qualsevol estructura)
és una tasca que ha quedat fora de ’abast d’aquest treball. Part del material presentat en
aquest capitol prové d’un altre treball de 'autor [17].

8.1 Formulacié del problema considerat.

Al capitol 2 es va fer la formulacié del problema (FMLCB). Aquest va ser escrit en
la seva forma estandard (considerant només constriccions d’igualtat afegint folgues) com:

k
M., ?gkiilsm,scb i_zlc(z)tx(l) (8.1)
subj. a
A 0 |...] 0 |o0]O @ b
0 A |...] 0 |0o]oO (2 b2
: =] (8.2)
0 0 A lojo] |z® p(k)
1 1 |...[ 1 |1 Sem bor,
TO | 7@ | | 7® |01 Sup bes
2D <z vi=1,...k )

129
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Per tal d’usar el metode primal-dual presentat al capitol anterior per al cas de fluxos
multiarticle, cal determinar quines variables correspondran a la part x, (variables afitades
inferior i superiorment) i quines a la part x; (variables només afitades inferiorment), tal
i com es va presentar a (7.1). Observant (8.3-8.5) sembla clar quines variables han de
correspondre a cada particié. Tanmateix, i per tal d’explotar millor el metode del capitol
7, cal fer una analisi més exhaustiva per determinar la particié correcta. En aquest sentit,
es detallara a continuaci6 el tractament concret per a cada un dels tres tipus de variables:
arcs, folgues de capacitat mutua, i folgues de constriccions a banda.

8.1.1 Tractament dels arcs.

Tal i com ja va ser dit al capitol 2 en formular el problema (FMLCB), es pot consi-
derar sense perdua de generalitat que la matriu A € R™*"™ conté un arc arrel (sigui per
exemple, el n-essim arc, associat amb la darrera columna de A) per garantir que rang(A)=
m. Si es considera que I'arc arrel (el qual sera denotat, per a l'article i, per .I‘ELZ)) es troba
associat al node 1 de la xarxa (lligat a la primera fila de A), aleshores la matriu A de xarxa
pot ser escrita com

A= A |e] (8.6)

essent A; € R™ (™Y 1a matriu associada a la xarxa del problema un cop eliminat 1’arc
arrel, i e; la primera columna de la matriu identitat, associada a 1’arc arrel.

Considerant la particié anterior de A, i sabent que els arcs arrel tenen capacitat il-
limitada (donat que sén arcs ficticis), les constriccions de xarxa (2.2) i (2.3) poden ser
escrites per a tot article com:

A(—l:c((;) + elxgi) =p(®

0<al) <zl i=1,...,k (8.7)
0< J;Ef)

(i

essent xa) e R™"! el vector format per les n—1 primeres components de (9 associades als

arcs de la xarxa excloent I'arc arrel. Clarament, doncs, les constriccions de xarxa poden
ser escrites de la forma presentada a (7.2), pertanyent aleshores xéi) a la part z, i xﬁf) a
la part x;. En el cas de disposar d’arcs sense capacitat maxima es podria generalitzar el
raonament anterior, passant les seves components a formar part de x;.

Cal indicar que, donat que se sap que al punt optim el flux dels arcs arrel ha de ser 0,
aquests podrien haver estat considerats com a variables afitades amb una fita petita. Aixo
va ser intentat amb la implementacié realitzada, pero els resultats obtinguts no van ser
satisfactoris (el fet d’afitar superiorment amb una fita petita els arcs arrel va empitjorar
lleugerament la convergencia de 1’algorisme). Llavors es podria mirar d’imposar una fita

gran. En aquest cas es pot comprovar com, fer tendir la fita cap a l'infinit és equivalent
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a considerar la variable com a pertanyent a z;. Aix0 pot comprovar-se observant que el
terme diagonal associat de la matriu S, (definida a (7.45)) pren el valor:

fi%u,
. . (ad?2
lim S, = lim ————
T; —00 T; —00 Zui sz + xuiwi
. xui
= _hm T, W5
1
Lo, . . _
= = [donat que lim f; = lim Z; — z; = o]
Zui T;— 00 ZT;—00

el qual equival a considerar la variable com a pertanyent a z; i calcular la component
associada de S; (també definida a (7.45)) com S;, = x;,/z, (recordem que S; i S, in-
tervenen en la solucié del sistema (7.39-4.10) a resoldre a cada iteracié de l’algorisme).
Aquesta equivalencia, pero, és certa de forma teorica. Tanmateix, s’ha pogut comprovar
que emular el fet de tenir variables no afitades mitjancant la imposicié de fites amb valors
elevats provoca molts errors de precisio en calcular S,, i, per tant, és millor considerar
aquestes variables com del tipus z; (en aquest punt s’observa com el metode primal-dual
emprat difereix clarament del simplex, ja que en les implementacions d’aquest és practica
habitual considerar una fita gran per a les variables no afitades superiorment). Les raons
exposades, doncs, justifiquen el fet de considerar els arcs arrel com variables només afitades
inferiorment per 0.

8.1.2 Tractament de les folgues de les constriccions de capacitat
mutua.

Recordant el que es va comentar a §7.3.2 sobre I’eleccié del punt inicial, pot comprovar-
se que es tindra factibilitat dual si les folgues duals z; € IR™, 2z, € IR™* iw € IR™* poden ser
inicialitzades a uns valors positius (i preferiblement allunyats de 0) de forma que satisfacin:

zZ] = C (8.8)
2y — W= Cy (8.9)

essent ¢; € IR™ i ¢, € IR™ els costos associats a cada grup de variables z; i x,. Clara-
ment, com major sigui el nombre de variables afitades superiorment, menor sera el nombre
d’infactibilitats duals (en el cas extrem, si totes les variables estan afitades superiorment
el punt inicial escollit sera factible dual, donat que sempre es poden trobar uns z, i w
escaients que verifiquin (8.9)). Fins i tot, per al cas de variables x; amb costos ¢; > 0
es podra continuar garantint la factibilitat dual, donat que es pot inicialitzar z; amb ¢,
essent un punt interior que verifica (8.8).

Tal i com mostra (8.4), les folgues de capacitat mutua pertanyen al grup de variables
x; (només tenen fita inferior igual a 0), i els seus costos lineals associats sén 0 (no positius).
Aixo fa que, segons el dit abans, es violi la factibilitat dual del punt inicial. A més, donat
que el nombre de folgues de capacitat mitua és n (n’hi ha una per constriccié de capacitat
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mutua de cada arc de la xarxa), el nombre d’infactibilitats duals sera elevat. Per tal
d’evitar aquest problema, pot deduir-se de I’expressio de les constriccions a banda, sabent
que els fluxos als arcs sén sempre positius, el seglient resultat:

k i _
D i1 x(ﬁ)j;(%n = bem } =0 < Sem < bem (8.10)
i d’aquesta forma poden considerar-se les folgues s.,, com variables afitades superiorment,
eliminant les infactibilitats duals del punt inicial associades a les folgues de les constriccions
de capacitat mutua. Cal indicar que, per a larc arrel (el n-éssim arc de la xarxa), es
considera també una constriccié de capacitat mutua associada. En la versié actual de
la implementacié aixo ha estat tractat considerant un limit fictici (ni molt gran ni gaire
petit) de la component b, . S’observa que aqui s’ha operat de forma diferent al cas
dels arcs arrel, donat que alla si que van ser tractats de forma especial, en comptes de
fixar-los uns limits superiors. En aquest cas, pero, aixo no ha provocat cap mena de
problemes d’estabilitat numerica, i s’ha preferit fer-ho per evitar tractar casos particulars,
tot simplificant la implementaci6.

8.1.3 Tractament de les folgues de les constriccions a banda.

A la formulaci6 presentada del problema, totes les folgues de les constriccions a banda
es troben afitades superiorment a l’equacié (8.5). Aix0, perd, no té per que ser aixi:
podem disposar de constriccions a banda només afitades superiorment (amb el qual la
folga associada sera del tipus Seh; < 0), i d’altres d’igualtat (amb una folga Seb; = 0, amb
el qual pot ser eliminada del conjunt de variables). Aleshores es consideraran tres tipus de
constriccions a banda, amb les seves folgues associades, que podem escriure com:

)

K
> T + seb, = bes, (8.11)
i=1 - '
0 < seb, < beb, —bep, J
L )
ST + s, = b, (8.12)
=1
0 S Scb, )
K
ZTe(z) = Dy, (8.13)
i=1

essent Tlgi) € R'**" la submatriu de T associada a les t, constriccions a banda afitades
superior i inferiorment (amb folgues s, € IR™), Tl(i) e R"*" la submatriu de 7®
associada a les constriccions només afitades superiorment (amb folgues s., € IR™), i
Te(i) € R'*"™ la submatriu de T relativa a les constriccions a banda d’igualtat (es verifica,
doncs, que t = t,, + t; + te, on t denotava el nombre total de constriccions a banda). Aix{
mateix, el vector de fites superiors de les constriccions a banda by, es descomposa segons
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. c oy 7t -t 3t 7t
el tipus de constriccié a banda de forma b, = [b., [0, |bep, ], mentre que, pel que fa al
vector de fites inferiors, només existeix el vector associat a les restriccions T, denotat per

Z—)cbu :

8.1.4 Formulacié del problema.

Un cop detallat el tractament especific que s’ha fet per a cada tipus de variable, el
problema finalment solucionat pot ser escrit detallant clarament la part associada a varia-
bles afitades superior i inferiorment (z,,), i la part de variables només afitades inferiorment
(x1), tal i com segueix:

k

i ()¢ ,.(4)
T ;Ca a (8.14)
subj. a
A; 0 0 0 p(1)
. (1) €1
L Ly |1, 0 | |af |+ . 0 (:k) = | bem | (8:15)
qul) T?Ek) 0 ]ltu Sem " Ta Bcbu
Tl(l) Tl(k) 0 0 Scb,, t Secb, Bd)l
0 =
Te(l) Te(k) 0 0 bee
0< IEE—:) < TE—LZ) Vi=1,...,k
Q S Scm S bcm xu (8-16)
Q S Scbu S Ecbu l—)cbu
(4)
D= za” g (8.17)
Q S Scbl

S’observa, com clarament el problema aixi formulat s’ajusta perfectament al problema
(7.2) solucionat al capitol anterior, quedant perfectament definides les matrius A, i 4;, i
els vectors z,, i x; a (8.15). Aleshores el metode primal-dual descrit al capitol anterior pot
ser aplicat al problema (FMLCB), un cop formulat de la forma anterior. Les seccions
segiients descriuran 'adaptacié de I’algorisme general a la solucié de (8.14-8.17).

8.2 Solucié de (¢PMLCB) a través de ’algorisme primal-
dual.

Tal i com es va esmentar al capitol precedent, ’algorisme primal-dual presentat es
basava en l'obtencié a cada iteracié de direccions factibles i de descens mitjancant la
resolucié del sistema (7.39-7.43). La part més costosa consistia, precisament, en la soluci6
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de (7.39), on s’obtenia la direccié dy a través de la factoritzacié de la matriu ASA*. En
aplicar aquest metode primal-dual al nostre problema multiarticle definit per (8.14-8.17),
pot explotar-se I'estructura del mateix a qualsevol de les etapes de I'algorisme. Tanmateix,
cal centrar-se de forma particular en la resoluci6 de (7.39), donat que és el punt més costés
de 'algorisme, i és on pot obtenir-se un major benefici de ’especialitzacié que es faci. El
calcul de dy implica la solucié d’un sistema d’equacions amb la matriu ASAt, com ja s’ha
dit anteriorment. Caldra, doncs, observar 'estructura particular d’aquesta matriu per al
problema de fluxos multiarticle. En primer lloc, cal fer notar que la matriu S definida a
(7.45) pot ser particionada com:

S

Scm

Scb

on cada S() € IR™ ™ es troba associada als arcs de l'article i, S., € IR™*"™ esta associada
a les folgues de les constriccions de capacitat muitua, i S, € R(futt)x(Futt) 4 relacié
amb les folgues de les constriccions a banda de desigualtat. La particiéo de S en S, i S,
tal i com es definir a (7.45), ve donada per:

s

Su = ) (8.19)

Sy

g — 8.20
z R (8.20)

Scbl

on cada Sc—(f) € R V*X(=1) g troba associada als arcs no-arrel, els S((li) € IR sén valors
escalars associats a l’arc arrel de cada article, S¢,, € R«*tu 6 relacié amb les folgues de
les constriccions a banda afitades superior i inferiorment, mentre que Scp, € IR esta
associada a les folgues de les constriccions a banda afitades superiorment només. Tenint
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en compte lestructura de la matriu de constriccions A del problema multiarticle i de la
matriu diagonal S definida a (8.18), la matriu ASA’ pot ser particionada com segueix:

ASM At 0 ASM ASW Mt
ASA" = 0 AS®) Al AS®) AS®I TR
S At S(k) At Sem + 351 §@) A Sy S@ )t
7D g() At TMs® At | SF 70O [ 5, + ok TOSOTO!
G| .. o |cW|c®
: : : : G |G| G
— ® | ~m | = |t _ [ ¢]¢
= 0 G, | M| =1]C D o (8.21)
ol cM | Dy | Dy Cy
o5Vt eV Dy | Ds
on Sy € R es defineix com:
Sy = Set (8.22)
0.

A Dexpressié (8.21) pot comprovar-se que la matriu D7 € IR™*" és diagonal (donat
que no és més que un sumatori de matrius diagonals). Aix{ mateix, el calcul de la resta
de submatrius pot ser fet directament (exceptuant aquelles on apareixen les matrius T,
on cal tenir en compte l'estructura particular de les constriccions a banda). En el cas
de Cfi) = AS® (i la seva transposada C’gi)t = S A el calcul es redueix a un simple
escalat de les columnes (associades a arcs) de la matriu A. Pel que fa a G() = AS( A? ¢
R™ "™ Vi 1,...,k, cada un dels k blocs té el mateix patré d’esparsitat (o mateixa
topologia), i els elements no-zero només estan associats a parells de nodes comunicats per
un o més arcs. Denotant per £ el conjunt d’arcs de la xarxa, i per Z, el conjunt d’arcs
incidents al node v, aleshores AS® At pot ser calculat com segueix:

( Z _Séi)

sia=(v,w)e€i(w,v) g€
Ya
. . —Sc(bi)—S(i) sia=(v,w)eEib=(w,v) €E
AS(Z)At _ (g}(}w) _ \%;b( (b)) ( ) ( ) (8.23)
w:l’,..“’,m Z Sc(zl) si (?} — ’U))
Ya€el,
‘0 altrament
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on Sc(f) denota el valor diagonal de S(9 associat a l’arc a.

La matriu ASA és, clarament, simétrica i, a més, definida positiva, donat que els
elements diagonals de S verifiquen que S;; > 0 (aix0 ja va ser justificat al capitol 7 basant-
nos en el fet de que en tot moment els punts iterats sén interiors respecte les seves fites).
Aleshores és possible solucionar el sistema (7.39) a través d’una factoritzacié de Cholesky
de ASA?*. Tanmateix, en realitzar aquesta factoritzacié s’obté que la matriu D; esdevé
completament densa. Aquest resultat ve donat per la segiient proposicio.

Proposicio 8.1.

Als efectes de demostrar que la part de ASA? associada a la matriu Dy esdevé densa
en factoritzar ASA?, basta amb demostrar-ho per a la segiient submatriu corresponent a
només un qualsevol dels articles:

AS® At | ¢t
Cfl)t Dl

(8.24)

Essent L;L! = AS(® At la descomposicié de Cholesky de AS® A?| I'eliminacié gaussiana
ASW) At
Cfi)t
matriu de triangularitzacié, de forma que:

dels elements subdiagonals de [ 1 pot ser realitzada premultiplicant (8.24) per la

Lt o| [as®ar|{c? | | L Lyt

(2

oML L) | 1 ct | Dy o | —cirLy-1ol

Aleshores la submatriu resultant Dy — C\V*(L; L1)~1C" és totalment densa.

Demostracid.

Sigui V] el conjunt de nodes adjacents al node [ qualsevol, Z; el conjunt d’arcs incidents
al mateix node, i C, el conjut de nodes connectats a l’arc a (inicialment la cardinalitat
de C, és sempre 2). En realitzar la descomposicié6 de Cholesky de AS At cal anullar els
termes subdiagonals de AS()A? a partir dels valors diagonals. Suposem que ens trobem
tractant la primera fila de AS® A? (associada al node 1). Llavors s’hauran d’anullar els
termes de les files associades amb els nodes € N7, creant-se nous elements no-zero dins
AS At associats amb les parelles de nodes de N que préviament no estaven connectades
(una verificacié exhaustiva d’aquest resultat pot ser trobat a [29]). D’igual forma, nous
elements no-zero sén creats dins la matriu C’gi) = AS®. Inicialment, a la fila I-essima de
AS) els tinics elements no-zero apareixien a les columnes associades als arcs incidents Z;.
Després de tractar la primera fila de AS®A? es verificara que Vj € Ny Z; := Z; Uy,
havent-se creat nous elements associats als arcs de Z;. El mateix ocorre a la matriu
C’{i)t = S AL perd aqui els nous elements creats es troben associats a arcs, verificant-se
que Vi € 77 C; := C;|UN1 (és a dir, es creen nous elements associats als nodes de N7).
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Pot observar-se que aquesta creacié d’elements no zero a AS® i S At preserva que una
matriu és transposada de 1’altra.

El procediment anteriorment descrit només s’ha referit a la primera fila de AS® At.
Aplicant repetidament el procés anterior per a cada fila de AS®A? (en total m vegades,
una per cada node de la xarxa), resulta que, en el moment de tractar la fila m de AS® A?,
es verificard que la darrera fila de AS(®) és densa, donat que es tindra que Z,, := U, 7.
Analogament, la darrera columna de SV A també esdevindra densa. Directament es té,
aleshores, que en anullar els elements de la darrera columna de SV At es crearan a cada
fila de Dy tants elements no-zero (exceptuant la diagonal, que ja existeix) com elements
hi hagi dins la darrera fila de AS®. Donat que aquesta darrera fila és densa, llavors es té
que Dy — C’y)t(LiLﬁ)*lC{i) esdevindra totalment densa.

|

El fet de que D; esdevingui una matriu densa si es realitza la factoritzacié de Cholesky
de ASA* implica que caldria emmagatzemar i tractar un total de n(n+1)/2 valors (només la
meitat dels elements per la simetria de la descomposicid), on n denota el nombre d’arcs de
la xarxa en qiiestio. Per a xarxes grans aquesta quantitat de memoria esdevé prohibitiva,
i provocaria un alentiment considerable de l’algorisme. Aquest fet és també destacat
per Choi i Goldfarb a [18], on es presenta un meétode de punt interior equivalent per
solucionar problemes multiarticle, la solucié del qual també requereix el tractament d’una
matriu densa de dimensié nombre d’arcs. En aquell article, pero, no es presenta cap
procediment per solventar aquest problema, i només s’esmenta que caldrien ser usades
rutines de descomposiciéo amb processament vectorial i parallel. Tanmateix, pot aprofitar-
se lestructura de ASA? per tal d’agilitzar la resolucié del sistema d’equacions plantejat,
tal i com es detalla a les subseccions segiients.

8.2.1 Aplicacio de la descomposicié de dominis a la factoritzacio
de ASAt.
Tenint en compte la particié de ASA? presentada a (8.21), el sistema d’equacions a
solucionar per tal de calcular dy pot ser escrit de forma generica com:

G |C dy, | _| B (8.25)
Ct| D dyo B2

on dy; € R™, dy, e R"™, 3, € R*, i B, € R™™ (recordem que 3' = (3¢ %) en aquest
cas és el terme independent de 'equacié (7.39)). Multiplicant per blocs s’obté:

Gdy, + Cdys = B (8.26)

Ctdyl + Ddys = (32 (827)

Tenint en compte que G és una matriu simetrica i definida positiva (donat que és una
matriu diagonal per blocs, on cada bloc AS(® At és clarament simetric, i definit positiu ja
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que els elements diagonals de S(*) sén positius), i per tant, invertible, dy; pot ser aillada
de (8.26), de forma que
dyl == G_l(ﬁl — Cdy2> (828)

Substituint (8.28) a (8.27) s’obté que:
(D —C'G™'C)dys = B2 — C*'G™ 13 (8.29)

Solucionant consecutivament (8.29) i (8.28) obtenim la solucié del nostre sistema d’equaci-
ons. Aquesta tecnica de descomposicié de sistemes d’equacions, anomenada descomposicié
de dominis, s’usa comunment en la solucié de diversos problemes d’equacions diferencials,
tal i com es detalla a [33,64]. Aix{ mateix, la matriu D—C*G~1C s’anomena el complement
de Schur, 1, si G i ASA! s6n no singulars, és sempre una matriu invertible. Pot comprovar-se
la similitud que hi ha entre aquest procediment per obtenir la solucié d’aquest sistema (que
ens proporciona la direccié dy) i la forma de solucionar sistemes amb la base del metode
del particionament primal descrit al capitol 4 (en aquell cas es va anomenar matriu de
treball al complement de Schur). S’observa, doncs, com s’arriba a usar la mateixa técnica
en solucionar problemes de fluxos multiarticle per dos vies completament diferents (aquest
fet es deu a que l'estructura dels problemes multiarticle és escaient per a 1'is d’aquests
tipus de descomposicions).

Cal observar que per solucionar el sistema (8.25) només cal solucionar un sistema amb
la matriu D — C*G~1C, i cal resoldre sistemes amb la matriu G. Aquests darrers, perd, no
presenten una dificultat excessiva, i poden ser resolts explotant I’estructura diagonal per
blocs de G, de forma que:

Gy=0< Gy =90 vi=1 .. . ke (ASWA)YD =00 vi=1,... k (8.30)

Per tant, cal fer la factoritzacié de Cholesky de les k matrius AS A?, calculades préviament
segons (8.23). Per tal d’evitar la creaci6 de nous elements no-zero en fer la factoritzacié cal
usar una reordenacié simetrica de les files i columnes de AS" A?, usant, per ex., ’algorisme
del minim grau [26] (tal i com es va indicar al capitol 7). En aquest sentit, s’ha usat la
rutina GENQMD de la llibreria SPARSPAK, la qual implementa 1’esmentat algorisme. A
més, cal observar que el patré d’esparsitat de les k& matrius AS() A* és el mateix, amb el
qual només caldra calcular un sol cop la reordenaci6 de files i columnes (només es cridara
una vegada a la rutina GENQMD), amb el consegiient estalvi de temps.

Queda clar, doncs, que el calcul de G™1(8; — Cdys) de (8.28) i de G™13; de (8.29) no
suposa un cost excessiu. Tanmateix, en calcular dy, per (8.29), caldria formar la matriu
D —C'G~1C, el qual implica solucionar n +t sistemes de equacions per obtenir G='C'i fer
una posterior descomposicié de Cholesky de D — C*G~1C. Aquest procediment, pero, té
un cost molt elevat, i cal trobar una alternativa més eficient. Aquesta ve donada per 1'is
del metode del gradient conjugat amb precondiconament, tal i com es mostra al segiient
apartat.
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8.2.2 Gradient conjugat precondicionat.

El metode del gradient conjugat (amb o sense precondicionament) s’usa en la solucié de
sistemes del tipus D7 = 0, essent D simetrica i definida positiva. Per tal d’aplicar aquesta
tecnica a la nostra matriu D — C*G~1C per a la resolucié de (8.29), caldra verificar que
és simetrica i definida positiva. Aixo ens ho garanteix la segiient proposicio.

Proposicio 8.2.
Sigui la matriu qualsevol

G|C
C'| D

A=

Llavors es verifica que si A és simétrica i definida positiva i G és definida positiva aleshores
D — C*G~'C és simetrica i definida positiva.
Demostracio.

i) D — C'G~1C és simétrica.
Donat que A= /Alt, llavors es té que G = G i que D = D!. Aleshores es verifica que
(D-C'G710) =Dt - (CtGT O = D-CHG™YHYC = D-CHGY)™1C =D-C'G1C,
i, per tant, D — C'G~1C és simetrica.

ii) D — C*G~1C és definida positiva.
Considerem un vector xa # 0 qualsevol i un altre vector x; de forma que 1 = —G~1Cx».
Donat que A és definida positiva llavors es verifica que

O<(x§x§)fl(x1)

)

0 <z!Gry + 20 Cxy + 2Dy =
=rLC'G GG Cay — 225C' GOy + 25Dy [aplicant que 1 = —G~1Cxy]
=r5C' G Oy — 225C'G 1 Cay + 25 Dy
=z5(D — C'G71C)xy

Per tant, s’obté que Vag # 0, 25(D — C*G~1C)zy > 0, i, per tant, D — C*G~1C és definida
positiva.
|

Donat que al nostre cas el sistema a solucionar és fleltdy = 3, on ASA! es troba
particionada tal i com es mostra a (8.21), es verifiquen les hipdtesis de P8.2 (ASA! = A és
simetrica i definida positiva, i G és definida positiva), amb el qual es té que D — C'G~1C
és simetrica i definida positiva.

En funcié del dit anteriorment pot concloure’s que el sistema (8.29):

(D —C'G™'C)dys = B2 — C*'G™ 134
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pot ser solucionat mitjancant l’algorisme del gradient conjugat precondicionat. Si escrivim
el sistema anterior com

f)dy2 = /32
on D=D-C'G™'C (DeR"M) (8.31)
i f2=p—C'G7'B (B2 € R™)
aleshores el metode del gradient conjugat precondicionat es basa en la solucié de:
M~'Ddy; = M~ 3, (8.32)

on M és una matriu definida positiva, de forma que la matriu del sistema M 1D estigui
més ben condicionada i s’acceleri la convergencia (nombre d’iteracions) que es tindria usant
simplement el metode del gradient conjugat sense precondicionament (aquest es déna quan
M = 1). El segiient algorisme presenta en forma de pseudo-codi el metode del gradient
conjugat amb precondicionament:

Algorisme A8.1. Solucié de Ddyg = (35 pel metode del
gradient conjugat precondicionat.

Inicialitzacions:
dy20 Z:A 0
o := 32
20 := M~ 1rg
Po = 2o
1:=0
mentre no_hi_ha_convergencia fer
qi := Dp;

Q; 1= Zfri/pﬁ%
dyz,., == dya, + o;p;
Tigl =T — Qqq;
Zig1 = M7l

Bi = ziy Tiv1 /2T
Pit1 = Zit1 + Bips

7:=1+1
fi_mentre
dy2 = dy2I

S’observa a ’algorisme previ com els passos més costosos consisteixen en i) el producte
de D amb un vector (¢; := Dp;), i ii) la solucié, a la inicialitzacié de variables i posteri-
orment a cada iteracié, d’un sistema amb la matriu M (z; := M ~1r;, i > 0). Passem tot
seguit a comentar breuement ambdods casos.
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El primer dels dos calculs anteriors pot fer-se seguint la seqiiencia detallada al segiient
algorisme:

Algorisme A8.2. Producte de D=D—C*G~1C per un vec-
tor & € R"™ (§:=Dz).

1. v1:=Dx v € IRn_H
2. uy:=C% wuy € RF™
3. up:=G tuy  uy € RM, calculat tal i com segueix:
per i:=1 fins k fer
ul? = GO0 = (48D A1) 4D LD e R
fi_per
4. vy :=Clu; vy € R"
S5, Y:i=wv1 — U

Cal observar que per multiplicar D per un vector cal solucionar k sistemes amb les
matrius AS( A, Tanmateix, tal i com va ser dit a §8.2.1, la factoritzacié de les matrius
AS™ At ja ha estat feta préviament, i pot ser utilitzada en aquest cas.

El segon calcul implica la solucié d’un sistema d’equacions amb M a cada iteracié de
I’algorisme AS8.1. Per tal d’agilitzar el procés cal que el sistema amb el precondicionador M
pugui ser fet de forma eficient. Un dels precondicinadors més usats consisteix en una matriu
diagonal d’escalat, i la soluci6 del sistema z; := M ~1r; és, aleshores, directament calculable
amb O(n) operacions aritmetiques. Al nostre cas, pero, aquest precondicionador va ser
assajat i, tot i que a les primeres iteracions del metode primal-dual el nombre d’iteracions
de I'algorisme A8.1 era petit (per tant es comportava com un bon precondicionador), ben
aviat es degradava la seva eficiencia, esdevenint cada iteracié de ’algorisme primal-dual
considerablement més costosa (es requerien moltes iteracions de A8.1 per obtenir la direcci6
dys2). Aquest mateix comportament del precondicionador diagonal ha estat observat per
Resende et al. a [66,68]. Cal, aleshores, trobar un bon precondicionador per tal de poder
solucionar eficientment (8.29). El segiient apartat presenta un precondicionador amb el
qual s’han obtingut uns bons resultats.

8.2.3 Precondicionament per series truncades de poténcies.

Tot i que el desenvolupament del metode primal-dual per a problemes multiarticle
detallat fins aquest moment ha tingut en compte constriccions a banda en la seva formu-
lacié, el precondicionador presentat en aquest apartat només considera el cas de problemes
multiarticle amb constriccions de capacitat mitua, i només ha estat comprovat computaci-
onalment usant aquest tipus de problemes. El precondicionament del sistema (8.29), consi-
derant constriccions a banda, hauria de tenir en compte ’estructura particular d’aquestes,
la qual pot ser diferent per a cada problema a tractar. Trobar un bon precondicionador
esdevé, en aquest cas, una tasca d’una complexitat molt superior a només precondicionar
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el sistema considerant inicament constriccions de capacitat mitua, i per aquest motiu ha
quedat fora de ’abast d’aquest treball.

En funcié del dit anteriorment, queda clar que el sistema a solucionar en aquest cas
sera (en comptes de l'original (8.29)):

(D1 — C’fG_lCl)dyg = ﬁg — Cﬂl&G_lﬁl (833)

on D, C7 i G han estat definits a (8.21), i les dimensions dels vectors dys i 32 passen
de n+tan (dys, P2 € R"), donat que t = 0 (no es considera el cas amb constriccions a
banda). Tal i com es va fer a (8.31), podem escriure (8.33) com

Didyy = f3s
on Dl =D — CfG_lCl (b1 € ]R,n) (834)
i o= C'G7I3 (B eR™)

i la matriu a precondicionar sera D;.

Cal recordar que, tal i com es va dir a §8.2.2, I'objectiu del precondicionador era
obtenir matrius “més ben condicionades”. En aquest cas “més ben condicionada” significa
que els valors propis de M -1D, estiguin propers entre ells. En aquest sentit pot veure’s
que 151_ 1 ¢s un bon precondicionador, tot i que, Obviament, seria absurd usar-lo (si el
tinguéssim solucionariem (8.33) directament). En comptes d’aixo, pero, la idea a seguir
es basara en 1'is d’una aproximacié de 151_ ! obtinguda mitjancant una seéria truncada de
potencies. L’obtencié d’aquest precondicionador, que a continuacié sera descrit, es recolza
fortament en els dos teoremes segiients (les demostracions dels quals poden ser trobades a
[64]):

Teorema 8.1 : Sigui R una matriu quadrada no singular, i R = P — () un
desdoblament d’aquesta, de forma que P sigui no singular i que el radi espectral
de P71Q (és a dir, el major valor propi en modul) verifiqui que p(P~1Q) < 1.
Aleshores, anomenant H = P~1(Q), tenim que:

R = (i HY) P! (8.35)
=0

Teorema 8.2 : Sigui R = P — (@, de forma que R i P sén simetriques i definides
positives. Aleshores p(P~1Q) < 1 si i només si P + Q és definida positiva.

Queda clar que el que pretenem és usar I'expressié (8.35) per tal de tenir una forma
d’aproximar Dj!. El desdoblament de D; que es considerara (tenint en compte (8.34))

sera: P_p
A o . p— 1
Di=P—-(@Q, on { Q=CiG-1c, (8.36)
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Aleshores, per tal de poder aplicar el teorema T8.1, caldra que el desdoblament anterior
de D, verifiqui les seves hipotesis. En primer lloc, cal que D, sigui matriu quadrada i
no singular. Que és quadrada és evident, i per la proposicié P8.2 podem garantir que Dy
és no singular. La segiient hipotesi, que P sigui no singular, és clarament verificada per
P = Dy, donat que D; és una matriu diagonal amb tots els seus elements majors que zero.
La darrera hipotesi, que el radi espectral de P~ sigui menor que 1, ens ve donada per
la segiient proposicio.

Proposicio 8.3.
La particié de la matriu D donada per D1 = P— (@, P i Q definits tal i com es mostra
a (8.36), verifica que p(P~1Q) < 1.

Demostracio.

La demostracié es basara en el resultat del teorema T8.2. Per poder-lo aplicar, pero,
cal que DiiP =D siguin simetriques i definides positives. Per la proposicié P8.2 podem
garantir que Dy és simetrica i definida positiva, i el mateix es pot dir de P = D, per ser
Dy una matriu diagonal amb tots els seus elements majors que 0. Aleshores, pel teorema
T8.2, demostrar que p(P~1Q) < 1 es redueix a veure que P + Q es definida positiva, fet
que es garantird si Vo € R™,z # 0,2Y(P + Q)x = 2'Px + 2'Qx > 0. Donat que P és
definida positiva, es té que ' Pz > 0. Per la seva banda, per la definicié de @ a (8.36),
i definint v = Cyz, tenim que z'Qx = 2'C{G~1Cix = v*G~'v. Donat que G (definida
a 8.21) és una matriu diagonal per blocs, on cada bloc és de la forma AS®A?, amb S;
matriu diagonal amb termes diagonals majors que 0, directament es té que G és simetrica
i definida positiva, i, aleshores, G~! sera definida positiva. Per tant, si G~! és definida
positiva, es té que z!Qr = v*G~'v > 0, i, aleshores, z!(P + Q)z = z'Px + 2'Qx > 0,
quedant demostrat que P + Q és definida positiva, i, per consegiient, que p(P~1Q) < 1.

|

Un cop garantides totes les hipotesis de T8.1, aplicant directament (8.35) s’obté que

[o.¢]
Di'= (> (PQ)hr! (8.37)
i=0
i ara podem truncar aquesta série en un cert terme (per exemple, al terme ¢), el qual
anomenarem grau del precondicionador, i aleshores la nostra matriu de precondicionament
que aproximara la inversa de D; sera:

M7t =1+P1'Q) + (P 'Q)>*+...+ (P Q) )P (8.38)

El calcul que calia solucionar a cada iteracié de 1’algorisme del gradient conjugat precon-

dicionat (A8.1) era (s’omet el subindex i de z i r per simplificar la notacid) z := M ~1r, i,

considerant (8.38), aquest podra ser obtingut aplicant el segiient algorisme:
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Algorisme A8.3. Soluci6 de z :== M~1r

v:= P 1r

21 =

per j=1 fins ¢ — 1 fer
ziv1 = P71Qzj +v

fi_per

:Zd)

Com major sigui el grau ¢, millor sera I’aproximacié que prenem de 151_ 1§ millor sera
el nostre precondicionador (caldra fer menys iteracions de I’algorisme del gradient conjugat
amb precondicionament). Tanmateix, també caldra fer més iteracions de A8.3 per calcular
z. I cal recordar que a cada iteracié cal fer el producte Q)z;, el qual implica, per la definicio
de @ a (8.36), solucionar un sistema amb G~1, el qual, tot i que ja es tenen factoritzats
cada un dels k blocs diagonals AS® At que la formen, pot alentir considerablement tot el
procés. Cal observar, a més, que la particio escollida D, =P-— () ens permet solucionar els
calculs del tipus P~1r de forma molt eficient, donat que P = D; és una matriu diagonal.

Hi ha un aspecte forca important que cal destacar del precondicionador presentat.
Per tal d’obtenir-lo, en hem basat en el fet de que certes matrius (P, P + @,...) eren
definides positives. Aixo0, tal i com s’ha comentat previament, quedava garantit gracies a
que les diferents submatrius que composen la nostra matriu S definida a (8.18) eren en tot
moment definides positives. Tanmateix, a mida que, iterant amb 1’algorisme primal-dual,
ens atansem al punt optim, certes components del vector de fluxos es trobaran més a prop
d’alguna de les seves fites (indicant que ens estem apropant al vértex optim). Llavors, tenint
en compte la definici6 de S presentada a (7.45), pot observar-se que cada cop sera “menys
definida positiva” (certs elements diagonals seran propers a 0), i, aleshores, la nostra matriu
de precondicionament definida a (8.38) no sera una bona aproximacié de la inversa de lA)l,
degradant-se la convergencia del metode del gradient conjugat precondicionat. Aquest fet
ha estat comprovat experimentalment a les execucions realitzades, els resultats de les quals
son presentades al capitol 9.

Fins aqui s’ha presentat com especialitzar el metode-primal del capitol 7 per a la
solucié de problemes multiarticle. S’ha pogut observar com tots els esforcos s’han centrat
en calcular eficientment la direccié dy. Resumint tot el dit fins ara, es podria desglossar el
calcul anterior en la segiient seqiiencia d’etapes:

1.) Calcular (tenint en compte una permutacié de files (nodes) de A calculada a l'inici de

I’algorisme primal-dual, i considerant (8.23)) les matrius ASWA?, i =1,... k.

2.) Realitzar la factoritzacié de Cholesky de les matrius anteriorment calculades L; L! =

ASWAL i=1,... k.

3.) Calcul de dys, aplicant (8.29), usant I’algorisme del gradient precondicionat detallat a

A8.1. Caldra fer s, aleshores, de la descomposicié previa de les matrius AS® At de
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I’algorisme A8.2 per fer productes de la matriu del sistema amb un vector qualsevol, i
del precondicionament per séries truncades de poténcies presentat a (8.38) (usant en
aquest cas l'algorisme A8.3).

4.) Un cop calculat dys, s'usara aquest valor per obtenir dy; a través de (8.28).

5.) Finalment el nostre vector dy desitjat sera directament dy = (dy} , dyb)’.

8.3 Implementacié de ’algorisme primal-dual per a
problemes multiarticle.

La implementacié que s’ha realitzat de ’algorisme detallat a la seccié anterior segueix
basicament les idees de la implementacio general presentada a §7.3, mirant en tot moment
d’explotar lestructura particular de la matriu de constriccions del problema (FML) (la
implementacié realitzada no contempla el cas de constriccions a banda, i per aixo no ens
hem referit al problema (FMLCB)). L’eleccié del punt inicial, el calcul de les passes
maximes «, i aq, i I'actualitzacié del parametre 1 de la barrera logarismica, s’han fet tal
i com es descriu a §7.3.

Pel que fa a les condicions d’aturada, pero, aquestes han estat relaxades per evitar
problemes de convergencia a prop de l'optim (donat que, en usar un gradient conjugat
precondicionat, s’obtenen solucions dy aproximades, mentre que al capitol 7 es solucionava
el sistema que proporciona dy de forma exacta). Els valors de €,, €; 1 €, usats per deter-
minar la factibilitat primal, la factibilitat dual, i el gap dual (conceptes introduits a les
equacions (7.68-7.69)), sén en aquest cas €, = 1076, ¢, = 107% i ¢, = 107°. Aix{ mateix,
a les execucions realitzades s’ha comprovat que la factibilitat dual sempre era assolida (la
forma d’escollir el punt inicial ens facilita aquest fet), mentre que hi havia problemes per
aconseguir la factibilitat primal (tot i que el gap dual ja s’hagués reduit per sota de €,).
Aix0 es aixi per la propia naturalesa del metode primal-dual i la forma de solucionar dy a
través d’un gradient conjugat precondicionat. Portugal et al. constaten el mateix fet a [65]
en solucionar problemes de fluxos en xarxes (amb un sol article) usant una metodologia si-
milar, anomenant-la aleshores metode infactible-primal factible dual. Es per aixo que, a la
implementacioé aqui presentada, I’algorisme finalitzara quan es satisfaci la factibilitat dual
i el test del gap dual, permetent una petita violacié de la factibilitat primal. Naturalment,
degut a les relaxacions que s’han introduit a les condicions d’aturada, queda clar que el
punt solucié obtingut no sera exactament el veritable punt optim, pero si que es trobara
molt a prop d’aquest. En aquest sentit, caldria introduir un procés final per, a partir
del punt solucid, identificar algun punt (o faceta) proper a ell que verifiqui les condicions
d’optimalitat del problema multiarticle original, de forma analoga a com es descriu a [67]
per al cas de fluxos simples (amb un sol article).

Pel que fa al calcul de dy, aquest ja ha estat extensament comentat a la seccié anterior.
Tanmateix, es fara un breu comentari sobre tres punts concrets:
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1.-

Estructures de dades. A §7.3.1 es van comentar breument les estructures de dades per
emmagatzemar, calcular i factoritzar eficientment ASA!. Al cas multiarticle, pero,
cal emmagatzemar i calcular només les submatrius AS@A*, ¢ = 1,...,k. Com al
cas general, s’usen rutines de factoritzacié simbolica per evitar degradar ’esparsitat
de ASWA? en fer la factoritzacié de Cholesky, i de nou la rutina GENQMD (que
implementa la reordenacié del minim grau) del paquet SPARSPAK ha estat usada.
Aquesta, a més, només ha de ser usada un cop, donat que la topologia de les AS(®) At
és la mateixa. D’igual forma, només caldra fer la factoritzacié simbolica de AS() A
una sola vegada, la qual és valida per als k articles. La factoritzacié de Cholesky real,
perd, si que caldra tenir-la per a cada una de les k matrius AS® At

Grau del precondicionador. El grau del precondicionador (anomenat ¢ a §8.2.3) usat
a la implementacié és ¢ = 1. Aix0 significa que en aquest cas, i segons (8.38), el nostre
precondicionador consisteix només en la matriu diagonal M ~! = P~!. Tal i com es va
comentar a §8.2.3, d’aquesta forma calen més iteracions del gradient conjugat (el grau
del precondicionador és baix), perd cada una d’elles és molt més rapida. Es podria
considerar com una alternativa valida el fet d’incrementar el grau del precondicionador
de forma dinamica a mida que ens atansem al punt solucié, contrarestant els efectes
provocats per la progressiva perdua de la condicié de ser un “bon precondicionador” (ja
es va comentar a §8.2.3 que aix0 es devia a que, per a punts propers al punt solucié, la
matriu S definida a (8.18) esdevenia cada cop “menys” definida positiva). Tanmateix,
es va observar que, usant un valor de ¢ = 2 per a punts propers al punt solucio,
tot i que el nombre d’iteracions disminuia, el temps total d’execucié augmentava de
forma considerable. Per aquest motiu, el valor de ¢ = 1 és mantingut al llarg de tota
I’execucié.

Criteri d’aturada del gradient conjugat precondicionat. A l'algorisme A8.1 no es
va detallar el criteri d’aturada del metode del gradient conjugat precondicionat. A
continuacié farem un breu esment del criteri usat (seguint la idea descrita a [68]).
El sistema a solucionar era ﬁdyz = B35. Si considerem que 0 és I'angle format pels
vectors ﬁdyg i ﬁg, aleshores considerarem que l'iterat actual dys, és satisfactori si

1 —cosf < €g, on (aplicant que u - v = [|ul|z ||v||2 cos O, )) Podem escriure:
[1B2]]2 [[Ddys, |2

Donat que el vector residu r; calculat a AS8.1 verifica que Ddygi +r; = Bg, podem
realitzar el calcul anterior de forma més eficient com:

0 — _ BE(BZA_ 7”7;)
[1B2ll2 [[(B2 — 74)]l2
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A la implementaci6 realitzada, inicialment eg = 107°, i a cada iteracié de I’algorisme
primal-dual és actualitzat de la seguiient manera:

- max{0.95 €9, 1078} si el gap dual < 1074
o 1078 si el gap dual > 10~*






Capitol 9

Experiencia computacional amb el metode pri-
mal-dual multiarticle.

Al capitol anterior s’han establert les bases d’un algorisme primal-dual especialitzat
per resoldre el problema (FML). En aquest capitol es presentaran els resultats compu-
tacionals obtinguts amb una implementacié d’aquell algorisme. A l'igual que es va fer al
capitol 6, en primer lloc es descriuran molt breument alguns aspectes del codi desenvolu-
pat, per passar tot seguit a presentar els problemes test usats i els resultats computacionals
obtinguts. Finalment, es fara un breu comentari tot comparant la implementacié primal-
dual per a problemes multiarticle, amb la implementacié del particionament primal lineal
presentada als capitols previs.

9.1 Aspectes del codi desenvolupat.

El codi desenvolupat, el qual sera referit com a IPM (Interior Point Multicommodity),
es basa en el metode primal-dual especialitzat per a la resoluci6 del problema (FML), tal i
com s’ha descrit al capitol 8. IPM ha estat codificat en ANSI-C, i consta d’un total de 2785
linies de codi. S’ha dissenyat en forma de llibreria per poder ser usat com a rutina dins
d’una aplicacié més gran. L’usuari només ha de subministrar la informacié relativa a les
dimensions del problema (nombre de nodes, arcs i articles), costos lineals per arc i article,
capacitats dels arcs per article, injeccions als nodes per article, capacitat muatua dels arcs,
i topologia de la xarxa. A més, no s’ha de proporcionar cap vector addicional per ser usat
com espai de treball, donat que I’assignacié de memoria és completament dinamica.

IPM usa la llibreria SPARSPAK [29] per realitzar les operacions d’obtencié d’una
reordenacié simetrica d’una matriu per l’algorisme del minim grau (rutina GENQMD),
factoritzacié simbolica d’una matriu simetrica i definida positiva (rutina SMBFCT), fac-
toritzacié de Cholesky d’una matriu simetrica i definida positiva (s’usa una variant de
GSFCT), i solucié d'un sistema simetric i definit positiu (GSSLV). Donat que SPARS-
PAK esta escrit en Fortran-77, la component primera d’un vector sempre ocupa la posicié
nimero 1 (numeracié Fortran). Per la seva banda, IPM considera que la primera com-
ponent ocupa la posicié nimero 0 (numeracié €), donat que esta implementat en ANSI-C.
Aquest fet s’ha hagut de tenir molt present a I'’hora de desenvolupar el codi IPM. D’igual
forma, a I’hora de subministrar la informacié del problema a IPM, aquesta s’ha de passar
considerant numeraci6 C (aixd només afecta a la declaracié de la topologia de la xarxa, on
el primer node sera el node 0 —no el node 1—, i el darrer node sera el node m —1 —en
comptes del node m).

149
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A diferéencia del paquet PPRN (introduit al capitol 6), que va ser presentat com un codi
relativament robust i, en principi, definitiu, IPM encara esta subjecte a modificacions, i
s’espera, en un futur, poder-li afegir opcions algorismiques addicionals (consideracié d’arcs
amb capacitat illimitada, deteccié de problemes infactibles i illimitats, etc.).

9.2 Problemes test usats.

Els problemes test usats corresponen a un subconjunt del total de problemes lineals
presentats a §6.2.1. Només s’han pogut executar aquells problemes que no tenen constric-
cions a banda (per tant, els problemes de coordinacié hidrotéermica a llarg i curt termini
—L?) j=1,...,51 L;) j=1,2— no han estat executats). De la resta de problemes, tots
ells sense constriccions a banda, tampoc s’han executat aquells generats amb el generador
Mnetgen (L?) j=1,...,6). Aixo és degut a que en els problemes generats amb Mnetgen
apareixen arcs sense capacitat (a banda dels arcs arrel), i aquests no sén suportats encara
per IPM (i, tal i com es va dir a §8.1.1, considerar un limit arbitrariament gran —per ex.
102°— no és una bona solucié, donat que es provoquen greus problemes de convergencia).

Per tant, els problemes test usats amb IPM corresponen als obtinguts a partir dels
quatre generadors DIMACS: Rmfgen, Grid-on-torus, Gridgraph, i Gridgen, (denotats per
le.), L?), L?), i L;L-), j=1,...,8, respectivament). Les caracteristiques d’aquests problemes
van ser mostrades a les taules 6.1-6.1v.

9.3 Resultats computacionals.

Les taules 9.1-9.1v presenten els resultats computacionals obtinguts amb IPM amb
cada un dels problemes test esmentats a la seccié anterior. Totes les execucions s’han
realitzat sobre una SunSparc 10/41 sota UNIX, amb un tnic processador RISC de 40Mhz
i aproximadament 20 Mflops i 100 Mips, i amb 64 Mbytes de memoria (32 Mbytes reals
i 32 Mbytes mapejats a disc). La informacié presentada a les taules per a cada problema
test és la segiient:

e “f(z*)p”: Valor de la funcié objectiu del problema primal al punt solucié.

e “f(z*)p”: Valor de la funcié objectiu del problema dual al punt solucié.

e “Factp”: Valor de la condicié d’aturada que controla la factibilitat primal, calculada
segons (7.68).

e “Factp”: Valor de la condicié d’aturada que controla la factibilitat dual, calculada segons
(7.69).

e “Gapp”: Valor de la condicié d’aturada que controla el gap dual, calculat segons (7.70).
e “It.”: Nombre d’iteracions de 1’algorisme primal-dual.

e “GCP It.”: Nombre d’iteracions total del metode del gradient conjugat precondicio-
nat (calculat acumulant el nombre d’iteracions del gradient conjugat a cada iteracié de
l’algorisme primal-dual).
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Taula 9.1. Resultats obtinguts amb els problemes
Rmfgen (usant IPM).
test f(.r*)p f(ac*)D Factp Factp Gapp It. | GCP It. | CPU sec.
Ly | 3.7567566-10° | 3.7567467-10° | 4.97-10715 | 1.46-1071° | 2.64-107 | 30 0 397.4
L2 | 20272007100 | 2.0272792:10° | 2.20-107° | 7.30-107! | 5.68-10°6 [ 50 | 554 3001.5
L2 | 45062711100 | 4.5062531-10° | 8.08-10720 | 7.30-10~1 | 4.00-107 | 55 | 808 7095.4
Ly | 98704456106 | 9.8704228-10° | 4.16-10°° | 8.53-10711 [ 2.31:10°6 [ 61| 1187 | 16737.9
L2 | 1.1839356-107 | 1.1839303-107 | 1.26-10°¢ | 2.31-10710 | 4.46-106 | 46 | 2253 178.6
Ly | 27150868107 | 2.7150762:107 | 2.45:107¢ | 34910710 | 3.91-10°6 [ 50 | 7431 | 1036.0
L) | 3.9835381-107 | 3.9835268-107 | 1.33-10°0 | 54110720 | 2.86-10°% [ 66 | s660 | 1839.9
LY | 54343457107 | 5.4343768-107 | 2.39-107¢ | 56310710 | 5.72:10°% [ 67| 5679 | 17100
Taula 9.11. Resultats obtinguts amb els problemes
Grid-on-torus (usant IPM).
test f(x*)p f(x*)p Factp Factp Gapp It. | GCP It. | CPU sec.
12 | 3.6896888-10% | 3.6896784-10% | 2.28-10°14 | 4.46-10 11 | 2.82-1076 | 31 0 313.1
12 | 18796212107 | 1.8796027-10° | 3.24-10~7 | 2.62.10711 [ 9.80-1076 | 66 | 4111 | 4816.1
L2 | 11970551100 | 1.1970437-10° | 8.01-10~7 | 3.86:107'! | 9521076 | 70 | 6496 | 122063
LZ) Memoria insuficient per executar aquest problema
L2 | 5207644810 | 5.2076110-10° | 2551070 | 33510710 [ 6.49-10°6 | 76 | 3958 287.0
L2 | 1.2022777-107 | 1.2022692-107 | 9.05-10°¢ | 3.44-10720 | 6.64-10°6 [ 102 | 9015 | 13237
L2 | 22663309107 | 2.2663088-107 | 6.47-10°0 | 4.19-10710 [ 9.73.10°6 | 120 | 22416 | 43524
1) | 36829211107 | 3.6828059-107 | 8.43-107° | 3.89-10710 | 6.86-10C | 130 | 47508 | 11974.4

e “CPU sec.”: Temps de CPU, en segons, requerit per a I’execucié del problema.

Observant les taules 9.1-9.1v poden fer-se alguns comentaris. En primer lloc, cal
observar que dos casos (Li) i Li)) no van ser executats per problemes de memoria. De fet,
aquests problemes requerien menys de 64 Mbytes (que correspon a la capacitat de 1’estaci6
de treball on van ser executats els problemes), pero, donat que 32 Mbytes es trobaven
mapejats a disc, la major part del temps el sistema es dedicava a paginar en comptes de
fer avangar l'execucio de IPM. Aix0, junt amb el fet de que ambddés models ja eren per
ells mateixos prou costosos, provocava execucions excessivament lentes, les quals van ser
abortades.

Pot també comprovar-se com, en totes les execucions, el gap dual va ser reduit per
sota del valor desitjat (a la implementacié realitzada e,= 107°). Pel que fa a la factibilitat
dual, pot observar-se com aquesta sempre és assolida amb un valor molt acurat, mentre que
la factibilitat primal no s’aconsegueix amb tanta precisié (a la majoria de casos I'execuci6
s’atura en un punt on el valor de factibilitat primal és major que la precisié requerida €,=
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Taula 9.111. Resultats obtinguts amb els problemes
Gridgraph (usant IPM).

test f(.r*)p f(ac*)D Factp Factp Gapp It. | GCP It. | CPU sec.
LY | 9.4212076-107 | 9.4212402-107 | 8.05-1074 | 9.21-1012 | 6.10-107C | 24 0 9.7
LY | 3.5588480-10° | 3.5588447-108 | 103107 | 1.84-107 11 | 1.18-10°6 [ 50 | 12504 | 16443
L3 | 1.2874324-108 | 1.2874302:10% | 6.93-10°¢ | 370107 | 1.73-10°6 [ 64| 10771 | 28183
LY | 2.5361669-10% | 2.5361551-10% | 5.23-1076 | 4.63-10711 | 4.62:10°6 | 79 | 30082 | 16485.5
1Y) | 2.7853260-107 | 2.7853004-107 | 3.18-10°° | 1.14-10710 | 9.16-106 | 45 | 2563 236.3
LY | 65144571107 | 65144494107 | 1.18-10° | 5.26:10710 | 1.18-10°0 [ 62 | 10132 | 17222
L2 | 2.7066800-107 | 2.7066655-107 | 9.66-10°¢ | 8.74-10710 | 5.37.10°6 | 61| 3075 962.9
LY | 3.7965012:107 | 3.7964873-107 | 9.85-107¢ | 1.20-107° |3.67-10°6 | 67 | 5533 | 2083.1

Taula 9.1v. Resultats obtinguts amb els problemes

Gridgen (usant IPM).

test f(x*)p f(x*)p Factp Factp Gapp It. | GCP It. | CPU sec.
LY | 5.5419879-105 | 5.5419722:105 | 4.20-10713 | 1.75-10"11 | 2.84-1076 | 24 0 251.1
L3 | 23223542107 | 2.3223404-107 | 2.12:1076 | 17410711 | 5.93-10°6 [ 30 | 2642 | 28536
L3 | 6.1791906-107 | 6.1791943-107 | 3.42.106 | 25410711 [ 6.00-10°7 [ 44 | 9602 | 12216.2
Lj) Memoria insuficient per executar aquest problema
L) | 1400474610 | 1.4094654-10° | 2.96-10~7 | 20010710 | 6.55-10°6 [ 51| 463 114.1
Le) | 2.9402226-10° | 2.9402110-10° | 9.99-107 | 2.30-10710 | 3.94-10°6 [ 59 | 697 315.2
LY | 46149900100 | 4.6149597-10° | 2.04-10°6 | 2.20-10710 [ 6.75-10°6 | 68 | 1004 584.8
Le) | 6440306810 | 6.4403712:10° | 3.24-1076 | 24710710 | 3.97-10°6 [ 70 | 1339 915.2

107%). Aquests resultats es troben en consonancia amb tot el dit a §8.3, on es van tractar
les condicions d’aturada de 'algorisme.

També pot ser observat que, en alguns casos on la factibilitat primal i dual és assolida
(per ex., Lf)), la funcié objectiu primal sempre és major que la funcié objectiu dual (tal i
com ha de ser). Tanmateix, en els casos on la factibilitat primal no s’aconsegueix de forma
acurada, pot océrrer que el valor de la funcié objectiu dual superi al de la primal (per ex.,
LY).

Els problemes Lil) 1=1,...,4 s6n simples problemes de fluxos en xarxes amb un tnic
article. Per aquest tipus de problemes ’algorisme primal-dual descrit al capitol anterior
també pot ser aplicat. En aquest cas, pero, el calcul de la direccié dy es redueix només
a aplicar I’equaci6 (8.28) (no cal solucionar (8.29)), i, per tant, no cal fer is del metode
del gradient conjugat precondicionat. Aixo pot comprovar-se a les taules observant la
columna “GCP it.”, que en aquests exemples val 0. Aixi mateix, en no usar el metode del
gradient conjugat, el calcul de dy es fa de forma exacta, eliminant errors de precisié. De
nou aixo queda clar observant que en aquests problemes la factibilitat primal s’assoleix de
forma molt acurada. Val a dir que, per aquest tipus de problemes de xarxes amb un tnic
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article, en comptes de factoritzar la matriu AS™ A* per solucionar (8.28), hi ha d’altres
alternatives més eficients, com ara emprar un gradient conjugat amb precondicionament,
usant un arbre d’expansié maxima com a precondicionador, tal i com es descriu a [65,68].

Un altre dels fets que cal remarcar és que, per a les quatre taules de resultats, en
;)
son forca més costosos que els quatre darrers, associats a xarxes petites i molts articles.

general els quatre primers casos L/, j=1,... 4, corresponents a xarxes grans i pocs articles,
Aix0 es deu precisament a la dimensié de la xarxa de cada tipus de problema, donat que
les k matrius que cal factoritzar a cada iteracié sén del tipus AS® A?, i la seva dimensié
correspon al nombre de nodes de la xarxa. Aleshores, com més gran sigui la xarxa, més
costoses seran les factoritzacions de Cholesky que s’han de realitzar, i més costosa la solucié
de sistemes amb aquestes factoritzacions (sistemes que cal solucionar a cada iteracié del
metode del gradient conjugat).

A §8.2.3 es va comentar que, a mida que ens apropavem al punt solucié del nostre
problema, el precondicionador escollit deixava de ser una bona aproximacié de la inversa
de la matriu del sistema a resoldre. Aix0 s’ha pogut comprovar experimentalment a les
execucions realitzades, tal i com mostren les figures Fig. 9.1 i Fig. 9.2, corresponents a
dos problemes concrets, un amb una xarxa gran i pocs articles i ’altre amb una xarxa
petita i molts articles. La Fig. 9.1 mostra el nombre d’iteracions del gradient conjugat
precondicionat (eix y) a cada una de les iteracions del ’algorisme primal-dual (eix z) pel
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Figura 9.1. Nombre d’iteracions del GCP per ite-
racié primal-dual del problema Lg).

problema Lg). La Fig. 9.2 mostra la mateixa informacié, pero pel problema Lé). L’eix y
ha estat escalat logarismicament en ambdds casos. S’observa clarament la tendencia que
hi ha a incrementar el nombre d’iteracions del gradient conjugat precondicionat a mida
que ens apropem al punt solucié. També pot comprovar-se com el nombre d’iteracions de
gradient conjugat requerit és major pel problema Lg) que pel problema Lé). Aixo es deu a
que el sistema a solucionar amb el gradient conjugat és de dimensié n, on n és el nombre
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Figura 9.2. Nombre d’iteracions del GCP per ite-
racio primal-dual del problema Lé) .

d’arcs de la xarxa, i en aquest cas el problema Lg) té una xarxa amb 7808 arcs, mentre
que la del problema L;) és de 496.

9.4 Comparacié de IPM amb codis alternatius.

A la secci6 anterior s’han presentat els resultats obtinguts amb IPM usant un sub-
conjunt dels problemes lineals presentats a §6.2.1. Donat que aquests problemes van ser
executats amb diferents codis al capitol 6, és interessant poder establir comparacions entre
Iactuacié d’aquells i IPM. Concretament, hi ha dos casos d’especial interes. El primer
consisteix en comparar IPM amb un codi de punt interior general (no especialitzat per
a fluxos multiarticle). El segon sera veure com es comporta IPM respecte un codi basat
en el simplex especialitzat per a problemes multiarticle. En el primer cas la comparacio
que es fara sera entre IPM i LoQo [77], mentre que en el segon s’analitzaran els resultats
obtinguts amb IPM i PPRN.

A §6.3.1 es van presentar els resultats obtinguts amb els problemes test lineals amb
el paquet LoQo. En aquell cas es va observar que LoQo requeria una gran quantitat de
memoria per poder solucionar els problemes multiarticle (aixo pot ser explicat, en part, per
algun resultat equivalent al de la proposicié P8.1, donat que LoQo no explota ’estructura
del problema i ha de fer una factoritzacié de la matriu obtinguda amb el meétode general).
La taula 9.v mostra els resultats obtinguts amb LoQo i IPM, només per als casos on LoQo
va poder finalitzar la seva execucié. La informacié presentada és la segiient:

e columnes “It.”: nombre d’iteracions, tant per a IPM com per LoQo.
e columnes “CPU sec.”: temps de CPU (en segons) requerit per realitzar 1’execuci6 del
problema, per a IPM i LoQo.

e “It. ratio”: quocient del nombre d’iteracions de LoQo i IPM (It' (LOQO)).

Tt. (IPM)
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Taula 9.v. Comparacié entre IPM i LoQo.

IPM LoQo ratios comparatius
test | It. | CPU sec. | It. | CPU sec. | It. ratio | CPU ratio
Li) 30 397.4 20 499.6 0.67 1.26
Lé) 46 178.6 36 3402.8 0.78 19.05
L?) 31 313.1 25 4104 0.81 1.31
L? 76 287.0 49 5211.1 0.64 18.16
LY 24| o7 [32| 208 1.33 3.07
LY | 50| 16443 37| s7a1 0.74 0.53
Lg) 45 236.3 39 3180.4 0.87 13.46
Léll) 24 251.1 22 362.1 0.92 1.44

e “CPU ratio”: quocient del temps de CPU de LoQo i IPM (%P}))% — %;%0))).

Pot comprovar-se com LoQo realitza menys iteracions que IPM, pero, en general,
també requereix molt més temps de calcul. Aquest darrer fet és sobre tot notable en els
exemples amb molts articles. Cal tenir present, pero, que les condicions d’aturada de IPM
son menys restrictives que les de LoQo, i, en aquest sentit, el punt assolit solucio assolit
per LoQo és més acurat. Tanmateix, i a banda del comentari anterior, es pot deduir dels
resultats de la taula 9.v que, a I'igual que succeeix amb el simplex, 'especialitzacié per a
problemes multiarticle en metodes de punt interior permet obtenir un guany considerable
en temps de calcul (i en molts casos ens permet solucionar problemes que aplicant un
metode de punt interior general no podrien ser executats per requerir una gran quantitat
de recursos —especialment memoria). El fet de que LoQo requereixi menys iteracions que
IPM pot ser degut a que aquell usa un metode predictor-corrector per solucionar el sistema
d’equacions que ens proporciona dy.

La segona tasca a fer consistia en comparar el comportament de IPM amb PPRN,
una implementacio especialitzada per a problemes multiarticle basada en el simplex. S’ha
escollit PPRN en comptes de MCNF85 donat que, en general, va tenir un millor rendi-
ment en la majoria de resultats presentats a §6.3.1, i, a més, va poder solucionar tots els
problemes (MCNF85 no va tenir un comportament tan robust). La taula 9.VI presenta la
comparacié del rendiment de IPM i PPRN. Per a cada problema test es déna (a la co-
lumna “CPU ratio”) el quocient del temps de CPU entre PPRN i IPM (CPU' e (PPRN)).

CPU. sec (IPM)
La taula s’ha particionat en quatre subtaules verticals, cada una d’elles associada a un dels

quatre tipus de problemes DIMACS considerats. Horitzontalment, es marca clarament la
separacié entre els problemes que tenen una xarxa gran i pocs articles (L;), j=1,...,4), 1

els que tenen una xarxa petita i molts articles (L;-), j=b5,...,8). Per a dos problemes (LZ)

i Li)) no es mostra cap valor donat que I’execucié amb IPM no va ser realitzada.
Observant 9.VI poden ser extretes unes conclusions forga interessants. A la seccid

anterior es va comentar que IPM tenia un pitjor comportament per als casos on la mida de

la xarxa era gran, donat que calia factoritzar les k matrius AS® A?, les quals en aquest cas
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Taula 9.vi. Comparaci6 entre IPM i PPRN.

test | CPU ratio test | CPU ratio test | CPU ratio test | CPU ratio
Ly 0.02 L2 0.02 %) 0.45 Ly 0.02
L) 0.03 L 0.11 Ly 0.49 Ly 0.12
Ly 0.10 LY 0.40 LY 0.50 Ly 0.28
Ly 0.41 LY — LY 0.86 Ly —
L) 1.54 L2 0.59 LY 1.54 Ly 0.35
L%; 2.65 Lé; 1.23 Lg; 2.48 L%; 0.61
L, 4.39 L; 1.75 Ly 4.65 L. 0.71
L) | oo L) | 1s6 I L) | 139

tenien una dimensié elevada. Aquest fet queda també ratificat de forma clara observant
la taula 9.vi. Pot comprovar-se com, per les execucions L;) j=1,...,4 (xarxa gran i pocs
articles), IPM té un rendiment molt inferior a PPRN. Per la seva banda, a la majoria de
problemes amb molts articles i xarxa petita (L;) j=5,...,8) IPM es comporta de forma

més eficient que PPRN (en alguns casos el guany de temps és considerable, com a Lé)).
Caldria matisar de nou, pero, que IPM no troba I’0ptim de forma exacta (per problemes
de precisi6 lligades a 1'is del gradient conjugat amb precondicionament), siné que obté
una solucié propera a aquest.

Un altre dels fets clau, i de molta rellevancia, fa referencia al comportament entre
ambdds paquets a mida que creix la grandaria del problema. Pot observar-se com, per
a cada un dels quatre tipus de problemes DIMACS, i dins d’aquests, per a cada un dels
dos tipus de casos (xarxa gran-pocs articles i xarxa petita-pocs articles), la seqiiencia de
quocients presentada és creixent en tots els casos (per ex., per als problemes L;), J=1,....4,
aquesta seqiiencia és: 0.02, 0.03, 0.10 i 0.41). Aixo implica que IPM, a mida que creix la
dimensié del problema, té un millor comportament que PPRN. Aleshores, per a problemes
amb un gran nombre de variables, sembla que IPM seria una millor alternativa que PPRN.
Aquest resultat ve a ratificar una de les propietats basiques dels metodes de punt interior
i el metode del simplex: els primers son algorismes polinomics, mentre que el simplex té
un cost exponencial.



Capitol 10
Conclusions 1 arees de futura recerca.

Després d’introduir al llarg dels capitols precedents dues tecniques per solucionar
problemes de fluxos multiarticle (particionament primal i metode primal-dual de punt
interior), en aquest capitol es presentaran, a mode de resum, les principals conclusions que
poden ser extretes del treball desenvolupat, aixi com les possibles ampliacions i les linies
de futura recerca. Es finalitzara fent una exposicié de les publicacions conseqiiencia del
treball de tesi desenvolupat.

10.1 Conclusions.

Les principals conclusions que poden ser extretes del treball desenvolupat poden ser
desglossades en els segilients punts:

e El metode del particionament primal s’ha mostrat com un metode eficient per a la
resolucié de problemes multiarticle considerant constriccions a banda addicionals en
la formulacié del problema. De fet aquest metode ha pogut ser estes de forma natural
per tal de tractar constriccions a banda addicionals.

e D’igual forma, el metode del particionament primal s’ha mostrat també com un
metode valid per solucionar eficientment problemes de fluxos multiarticle (amb o
sense constriccions a banda) considerant funcions objectiu no lineals. En aquest cas,
I’algorisme del conjunt de constriccions actives per a programacié no lineal general ha
pogut ser adaptat per realitzar certes manipulacions algebraiques a través del parti-
cionament primal.

e La implementacié realitzada del particionament primal(PPRN), per a funcions lineals
ha tingut un millor rendiment que paquets generals d’optimitzacié (MINOS [59], LoQo
[77]), i, en la majoria de casos, també s’ha mostrat més eficient que un altre paquet
especialitzat per problemes multiarticle (MCNF85 [46]), sobre tot per a problemes on
el nombre d’articles és molt elevat. Aixi mateix, PPRN s’ha mostrat com un codi
més robust que MCNF85 en la resolucié de diferents problemes. Cal observar que
aquesta comparacio no s’ha pogut realitzar amb un altre codi especialitzat multiarticle
amb constriccions a banda addicionals, ja que es desconeix l'existencia d’un paquet
alternatiu.

e Pel que fa als problemes no lineals, PPRN només s’ha pogut comparar amb un paquet
d’abast general, ja que no es coneix cap altra implementacié d’un codi de fluxos no
lineals multiarticle. En aquest cas, PPRN s’ha comparat amb MINOS; i en tot moment
va tenir un millor comportament que aquest. Tanmateix, per al cas no lineal el guany
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de temps no és tan considerable com al cas lineal, degut a que els calculs on pot ser
explotada l'estructura del problema no suposen un tant per cent tan elevat respecte
del procés total, com ocorria al cas lineal (per ex., cal fer avaluacions addicionals de
la funcié objectiu no lineal).

El fet de considerar tres fases en 1’algorisme desenvolupat s’ha mostrat com una alter-
nativa molt eficient, sobre tot pel que fa al nombre d’iteracions requerit per obtenir
un punt inicial factible. Aixo s’ha pogut comprovar en les diferents execucions realit-
zades, on, en general, PPRN requeria moltes menys iteracions que la resta de codis
per obtenir punts inicials factibles.

El calcul i actualitzacié eficient de la matriu de treball desenvolupat difereix lleugera-
ment del proposat al metode original del particionament primal, i, a més, tracta el cas
de considerar constriccions a banda addicionals. Part de I'eficiencia relativa de PPRN
i MCNF85 pot ser explicada gracies a aquesta diferent actualitzacié de la matriu de
treball.

L’algorisme primal-dual de punt interior desenvolupat per poder tractar problemes de
caracter general amb totes les variables afitades inferiorment i només un subconjunt
d’elles afitades superiorment, s’ha mostrat com una alternativa valida respecte altres
codis capdavanters d’optimitzacié lineal (ha tingut un rendiment millor que MINOS i
pitjor que LoQo —el millor rendiment de LoQo es deu a 1'iis d’un algorisme predictor-
corrector [54] per obtenir la direccié dy de canvi de les variables). Aixo ha fet que
pogués servir de base per desenvolupar un algorisme de punt interior especialitzat per
a problemes de fluxos multiarticle (lineals).

El metode primal-dual desenvolupat per solucionar problemes de fluxos multiarticle
s’ha mostrat com una alternativa eficient als metodes classics per solucionar aquest
tipus de problemes. La seva eficiencia rau especialment en I'is d’un gradient conjugat
amb precondicionament, usant un precondicionador especific per al problema multi-
article. Aquest precondicionador ha tingut un molt bon comportament a les primeres
iteracions de l'algorisme, i, a mida que ens apropem al punt solucié esdevé menys
eficient. Globalment, pero, els resultats obtinguts podrien ser qualificats de bons.

L’especialitzacié del metode primal-dual per a la resolucié de problemes de fluxos
multiarticle s’ha mostrat més eficient que un codi de punt interior d’abast general
(LoQo). Per tant, explotar 'estructura del problema usant metodes de punt interior
permet accelerar ’execucio del problema, tal i com passava amb els metodes classics
basats en el simplex. A més, I’especialitzacié usant tecniques de punt interior permet
reduir considerablement la quantitat de recursos (entengui’s memoria) requerits per
I’algorisme, permetent de solucionar problemes amb major dimensié.

Els tests realitzats amb la implementacié primal-dual per a problemes multiarticle
han demostrat que aquesta tecnica és més eficient que les tecniques classiques per a
problemes amb un gran nombre d’articles i amb una dimensié de la xarxa no gaire
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elevada. Per a problemes amb pocs articles i xarxa gran la implementacio del partici-
onament primal ha tingut un millor rendiment. Tanmateix, a mida que augmentava
la mida del problema, aquest rendiment es feia menor. Sembla que, per a problemes
molt grans, la implementacié primal-dual pot millorar les execucions que puguin ser
obtingudes amb tecniques basades en el simplex.

10.2 Ampliacions i futura recerca.

La tasca desenvolupada no esta, obviament, tancada, i pot ser ampliada afegint nous
aspectes que millorin, tant I'eficiencia, com la robustesa dels metodes presentats. En aquest
sentit, els segiients punts detallen les possibles ampliacions i actuacions futures (algunes
d’elles tinicament viables a llarg termini):

e Pel que fa al metode del particionament primal, la tasca desenvolupada permet, en
principi, ampliacions amb un nombre de graus de llibertat no gaire gran. Una de
les tasques que podrien ser realitzades consistiria en una comparacié exhaustiva entre
I’actualitzacié de la matriu de treball presentada, la implementada per MCNF85, i
la usada i proposada a [49] per a la resolucié de problemes uniarticle amb constric-
cions a banda. Una analisi exhaustiva d’aquestes tres metodologies podria permetre
I’obtencié d’'una nova actualitzacié que pogués explotar més ’estructura del problema,
autoadaptant-se ’actualitzacié en funcié del nombre d’articles, la dimensié de la xarxa,
el nombre de constriccions a banda, i el percentatge d’aquestes que sén d’igualtat o
de desigualtat.

e Un altre aspecte que podria ser introduit consistiria en permetre el fet de considerar
constriccions a banda no lineals en la formulacié del problema solucionat. Caldria
ampliar, aleshores, el codi PPRN per tal de tractar aquest tipus de constriccions
(usant alguna de les possibles tecniques per tractar aquest tipus de constriccions:
lagrangians augmentats, lagrangians projectats, etc.).

e Pel que fa al segon metode presentat (de punt interior) per solucionar els problemes
multiarticle lineals, aqui si que s’obre un ventall més ampli de possibilitats. Un dels
primers aspectes que caldria considerar seria ’obtencié d’'un metode per identificar
la faceta optima d’un problema de fluxos multiarticle un cop ens trobem a prop del
punt solucié. D’aquesta forma, un cop estiguéssim a prop del punt optim, podriem
evitar continuar iterant (amb el consegiient estalvi de temps, donat que a prop de
I’optim el precondicionador presentat no té un bon comportament) tot identificant la
soluci6 optima (aquesta idea és presentada a [67] per al problema de fluxos amb un
unic article).

e Un altre del temes a tractar seria ’addicié de constriccions a banda en la implemen-
tacio realitzada. Aix0 implicaria disposar d’un precondicionador que es comportés
més o menys bé en considerar una estructura arbitraria de constriccions a banda.
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Aquesta és una de les vies d’estudi que podrien ser considerades com més ambicioses
(i, per tant, pot ser més a llarg termini).

e Un nou punt d’interes consistiria en intentar millorar el comportament de I’algorisme
evitant de solucionar els sistemes amb les matrius AS(® A mitjancant la seva factorit-
zaci6 de Cholesky. En comptes d’aixo, es podria provar de solucionar-los a través d’un
gradient conjugat precondicionat (usant com a precondicionador un arbre d’expansié
maxima, tal i com es descriu a [68]).

e El metode presentat per calcular la direccié dy del metode primal-dual (basat en la
descomposicié de dominis) permet que la resolucié dels k sistemes amb les matrius
ASW A pugui ser feta en parallel. En aquest sentit, una altra via de futura recerca
consistiria en adaptar el codi desenvolupat per poder ser executat en ordinadors amb
processament parallel, el qual reduiria notablement el procés de calcul.

e També seria d’interes estendre les comparacions entre algorismes alternatius de flu-
xos multiarticle amb problemes de més alta dimensié utilitzant ordinadors amb més
capacitat de memoria que l'utilitzat fins ara. Aixo permetria confirmar tendencies
observades en el canvi d’eficiencia dels distints metodes segons la mida del problema.

e Anant més enlla, I’algorisme desenvolupat podria ser ampliat pel cas de tractar pro-
blemes quadratics, tot explotant ’estructura de xarxa inherent. I, un cop aconseguit
aquest primer objectiu, es podria continuar 1’extensio pel cas de problemes no lineals.
Naturalment, aquestes dues tasques impliquen un canvi qualitatiu en els algorismes
descrits. Tanmateix, actualment aquest camp esta essent objecte d’una intensa re-
cerca, i no pot descartar-se I'obtencié de nous i prometedors resultats en un futur
proper.

10.3 Publicacions conseqiieéncia del treball de tesi.

Durant el temps dedicat al desenvolupament d’aquest treball diverses publicacions
han estat elaborades, les quals han estat la base de la memoria aqui presentada. Tot
i que aquestes ja han estat esmentades al llarg dels diferents capitols de la memoria, a
continuacié sén recollides i llistades per ordre cronologic (a diferéncia de I’apartat posterior
de Bibliografia, on apareixen per ordre alfabetic).

e Castro, J., “Calcul i actualitzacio eficient de la matriu de treball del problema de fluxos
multiarticle anb constriccions a banda a través del particionament primal”, DR 93/03
Dept. d’Estadistica i Investigacié operativa, Universitat Politecnica de Catalunya,
08071 Barcelona, Spain, 1993.

e Castro, J., and Nabona, N., “Computational tests of a linear multicommodity network
flow code with linear side constraints through primal partitioning”, DR 94/02 Sta-
tistics and Operations Research Dept., Universitat Politecnica de Catalunya, 08071
Barcelona, Spain, 1994.
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Castro, J., and Nabona, N., “Nonlinear multicommodity network flows through pri-
mal partitioning and comparison with alternative methods”, in: J. Henry and J.-P.
Yvon (eds.), System Modelling and Optimization. Proceedings of the 16th IFIP-TC7
Conference, Springer-Verlag, 1994, 875-884.

Castro, J., and Nabona, N., “Computational tests of a nonlinear multicommodity
network flow code with linear side constraints through primal partitioning”, DR 94/05
Statistics and Operations Research Dept., Universitat Politecnica de Catalunya, 08071
Barcelona, Spain, 1994.

Castro, J., “PPRN 1.0, User’s Guide”, DR 94/06 Statistics and Operations Research
Dept., Universitat Politecnica de Catalunya, 08071 Barcelona, Spain, 1994.

Castro, J., “Implementacié d’un algorisme primal-dual de punt interior amb fites
superiors a les variables”, Qiiestiié 19 (1995).

Castro, J., and Nabona, N., “An implementation of linear and nonlinear multicommo-
dity network flows”, accepted for publication in the Furopean Journal of Operational
Research, 1995.

Castro, J., and Nabona, N., “Primal-dual interior point method for multicommodity
network flows with side constraints and comparison with alternative methods”, ac-
cepted for presentation at 17th IFIP TC7 Conference, Prague, Czech Republic, July
1995.
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Glossari de simbols.

S’indica entre parentesis la pagina on es defineix (o apareix per primer cop) cada

simbol.

C] :
1]
0:
1t .

Jem .

ST Q. NQ

cardinalitat del conjunt qualsevol C. (20)

norma p d’un vector. (66)

capacitats minimes dels arcs. (8)

matriu de constriccions associada a les variables f, durant la fase 1. (50)
matriu de constriccions associada a les variables f.,, durant la fase 1. (50)
matriu identitat. (9)

matriu amb les equacions de xarxa. (7)

conjunt de constriccions de capacitat mutua i a banda actives. (20)

matriu de constriccions del problema de programacié (lineal o no lineal) consi-
derat. (9)

matriu de constriccions actives. (58)

conjunt de constriccions a banda actives. (20)

conjunt de constriccions de capacitat mutua actives. (20)

submatriu de A associada a les variables no afitades superiorment. (110)
submatriu de A que no contempla l'arc arrel. (130)

submatriu de A associada a les variables afitades superiorment. (110)

matriu basica de A. (20)

limits inferiors de les constriccions a banda. (9)

limits superiors de les constriccions a banda afitades superior i inferiorment. (133)
limits superiors de les constriccions a banda. (9)

terme independent de les constriccions a banda d’igualtat. (133)

limits superiors de les constriccions a banda afitades superiorment. (133)
limits superiors de les constriccions a banda afitades superior i inferiorment. (133)
vector amb les capacitats mutues als arcs. (8)

base de la matriu de xarxa A de larticle i. (20)

vector amb les injeccions als nodes per a l'article i. (8)

vector de costos lineals de I'article i. (7)

components de ¢ associades a les variables no afitades superiorment. (110)
components de ¢ associades a les variables afitades superiorment. (110)
determinant d’una matriu. (24)

dimensi6é d’una matriu. (24)

conjunt d’arcs de la xarxa definida per G. (7)

folgues primals del metode primal-dual. (110)

matriu diagonal formada per les folgues T, —x, j=l... N (112)
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Glossari de simbols

(FML) :
(FMLCB) :
(FMN) :
(FMNCB) :

PN
ps :
(PZA) :

ch .
Qem -

funcié objectiu real que té per variables els fluxos dels articles. (8)

problema considerat a la fase 0. (48)

variables artificials introduides a la fase 1 per les constriccions a banda. (49)
variables artificials introduides a la fase 1 per les constriccions de capacitat
mutua. (49)

problema de fluxos multiarticle lineals. (7)

problema de fluxos multiarticle lineals amb constriccions a banda. (9)
problema de fluxos multiarticle no lineals. (9)

problema de fluxos multiarticle no lineals amb constriccions a banda. (9)
graf dirigit que defineix la xarxa del problema. (7)
gradient de la funcié objectiu f(z) (g(x) = V f(z)).
vector gradient reduit (o gradient projectat). (59)
hessiana de la funcié objectiu f(x) (H(z) = V2f(z)).
matriu hessiana reduida (o hessiana projectada). (59)
nombre d’articles que circulen per la xarxa. (7)

(57)

(57)

conjunt d’articles de la xarxa definida per G. (7)

submatriu de B associada a les constriccions de xarxa i arcs basics. (21)
submatriu de B associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda
actives, per als arcs basics. (22)

submatriu de B associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda
inactives, per als arcs basics. (22)

nombre de nodes de la xarxa. (7)

matriu estesa de la matriu qualsevol M. (32)

nombre total de constriccions del problema de programacié (lineal o no lineal)
considerat. (9)

nombre d’arcs de la xarxa. (7)

problema d’optimitzacié no lineal amb constriccions lineals. (57)

matriu no basica de 4. (20)

nombre total de variables del problema de programacié (lineal o no lineal)
considerat. (9)

direccié de descens per les variables basiques. (59)

conjunt d’arcs que formen el cicle de 'arc complementari j dins ’arbre basic
associat. (25)

direcci6 de descens per les variables no basiques. (59)

direcci6 de descens per les variables superbasiques. (59)

problema d’optimitzaci6 al subespai de les variables superbasiques. (59)
matriu de treball del metode del particionament primal. (23)

submatriu de ) associada a les constriccions a banda actives. (25)

submatriu de @) associada a les constriccions de capacitat mitua actives. (25)
matriu de la factoritzacié de Z'HZ (R'R = Z'HZ). (67)

vector auxiliar usat en la resoluci6 del sistema lineal al metode primal-dual. (115)
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Scb -
Scb; -
Scb, -

Sem -

submatriu de B associada a les constriccions de xarxa i arcs complementa-
ris. (21)

submatriu de R; associada als arcs complementaris de larticle i. (43)
conjunt d’arcs complementaris de Uarticle i. (44)

submatriu de B associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda
actives, per als arcs complementaris. (22)

submatriu de B associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda
inactives, per als arcs complementaris. (22)

recursos del metode de la descomposicié dictada per recursos. (15)
components de r associades a les variables no afitades superiorment. (115)
components de r associades a les variables afitades superiorment. (115)
matriu diagonal auxiliar usada en la resolucié del sistema lineal al metode
primal-dual. (115)

matriu superbasica de A (al métode de Murtagh i Saunders). (58)

nombre de variables superbasiques. (57)

folgues de les constriccions a banda. (9)

folgues de les constriccions a banda afitades superiorment. (132)

folgues de les constriccions a banda afitades superior i inferiorment. (132)
folgues de les constriccions de capacitat mutua. (9)

submatriu de S associada a les variables no afitades superiorment. (115)
submatriu de S associada a les variables afitades superiorment. (115)

nombre de constriccions a banda. (9)

nombre de constriccions a banda d’igualtat. (132)

matriu amb les constriccions a banda de article i. (9)

matriu amb les constriccions a banda d’igualtat per a larticle i. (132)
matriu amb les constriccions a banda afitades només superiorment per a l’article
i. (132)

matriu amb les constriccions a banda afitades superior i inferiorment per a
larticle 7. (132)

nombre de constriccions a banda afitades superiorment. (132)

nombre de constriccions a banda afitades superior i inferiorment. (132)
conjunt de vértex de la xarxa definida per G. (7)

folgues duals associades a les fites superiors de les variables del metode primal-
dual. (110)

matriu diagonal formada per les components de w. (112)

matriu diagonal formada per X, i X;. (112)

variables basiques. (57)

vector de fluxos de Darticle 7. (7)

punts extrems de A, (14)

arc arrel de article 7. (130)

vector amb les capacitats de cada arc per a article . (8)
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Xl:

N -
(i) .

Tg

rs

matriu diagonal formada per les components de z;. (112)

variables no basiques. (57)

vector format per les components de z(*) excloent aquella associada a l'arc
arrel. (130)

variables superbasiques. (57)

components de x associades amb les variables no afitades superiorment. (110)
components de x associades amb les variables afitades superiorment. (110)
matriu diagonal formada per les components de z,. (112)

punts pseudofactibles obtinguts en solucionar la fase 0. (49)

variables duals del metode primal-dual. (110)

folgues duals associades a la matriu A del meétode primal-dual. (110)

matriu del subespai nul de la matriu de constriccions actives (al metode del
conjunt de constriccions actives). (59)

matriu diagonal formada per Z, i Z; (al métode primal-dual). (112)

matriu diagonal formada per les components de z;. (112)

matriu diagonal formada per les components de z,. (112)

pas realitzat per les variables duals al metode primal-dual. (117)

pas realitzat per les variables primals al meétode primal-dual. (117)

precisi6 de la maquina. (66)

multiplicadors de Lagrange de les fites de les variables no basiques del problema
no lineal. (60)

conjunts convexos del metode de la descomposicié dictada per preus. (14)
coeficients convexos dels punts extrems de A®). (14)

coeficient de la barrera logarismica del primal-dual. (111)

multiplicadors de Lagrange de les constriccions del problema no lineal. (60)
coeficient usat per allunyar variables de la seva fita al metode primal-dual. (122)
radi espectral d’una matriu qualsevol H. (142)

factor de reduccié de p al metode primal-dual. (118)

grau del precondicionador de l'algorisme primal-dual per a fluxos multiarti-
cle. (143)
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#nblocs, 51
#nnb, 51

ANSI-C, 77, 123, 149
aplicacions, 10
aproximacié tangencial, 16

arc
arrel, 8, 19, 130, 132, 134
basic, 21
complementari, 21, 29, 30, 35, 38, 40,

43-45, 47

barrera logarismica, 111, 118, 122, 145
BFGS, actualitzacié de I’hessiana, 68
Bunch-Parlett, factoritzacié, 109, 117

Cholesky, factoritzacié, 109, 119, 120, 136—
138, 146, 160
complement de Schur, 138
complementarietat, 113
conjunt de constriccions actives, metode, 57,
61
coordinacié hidrotermica, 88, 93, 95, 150
curt termini, 90, 93
llarg termini, 88, 93

descomposicié

de Dantzig-Wolfe, 14

dictada per preus, 14, 16, 18

dictada per recursos, 15, 16
descomposicié de dominis, 137, 138
DIMACS, 81, 82, 150, 155

ellipsoid, metode de, 17

escalat afi, metodes de, 17, 109
escalat afi dual, metode de, 17
estacionari, punt, 60

estructures de dades, 48, 53, 64, 74
exploracié lineal, 59

factibilitat dual, 113, 121, 122, 145, 150, 151
factibilitat primal, 113, 122, 145, 150
factoritzacié simbolica, 109, 119, 121, 146
fase

0, 48, 49, 64, 78, 80, 95, 102

1, 48, 49, 52, 64, 74, 78, 80, 102

2,48, 50, 52, 64, 72, 74, 78, 80, 102
flux concurrent, problema de, 18
formulacio

arc-cami, 8

arc-node, 8

problema (F0), 48

problema (F1), 49

problema (FML), 7

problema (FMLCB), 9

problema (FMN), 9

problema (FMNCB), 9

problema (NCL), 57

problema (PZA), 59
Fortran-77, 77, 149
freecicle, punter, 54

gap dual, 118, 122, 145, 150, 151
generador automatic
Grid-on-torus, 81, 83, 95, 150
Gridgen, 81, 85, 95, 150
Gridgraph, 81, 84, 95, 150
Mnetgen, 81, 86, 95, 150
Rmfgen, 81, 82, 95, 150
gradient conjugat precondicionat, metode,
139, 140, 143-146, 150, 152, 153
gradient conjugat, metode, 65, 139
gradient projectat, vector (veure “gradient
reduit”)
gradient reduit, vector, 59, 61-63, 68, 71-73
gradient, vector, 57, 60
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grau del precondicionador, 143, 146

Hellerman i Rarick, algorisme de, 53

hessiana projectada, matriu (veure “hessi-
ana reduida”)

hessiana reduida, matriu, 59, 61, 64, 65

hessiana, matriu, 57

implementacio
particionament primal, 4, 48, 64
primal-dual, 118
punt interior multiarticle, 4, 145
IP, 123, 128
IPM, 149-151, 154-156

Karush-Kuhn-Tucker, cond. d’optimalitat,
60, 112, 113

Lagrange, multiplicadors, 60, 61, 111
Lagrangia, 111, 112, 122
llibreria

Harwell, 53

NAG, 53

SPARSPAK, 119, 138, 146, 149
LoQo, 95, 96, 100, 123, 128, 154, 157, 158
LU, descomposicio, 52, 53

matriu
de constriccions actives, 58, 60, 61
de Givens, 68
de treball, 23, 24, 28, 29, 48, 51, 52, 55,
63, 78, 80, 96, 103, 138, 158
estesa, 31, 32
eta, 32, 37, 38, 42
eta columna, 32, 33, 40, 52
eta fila, 32, 33, 39, 40, 47
incicidencies arcs-nodes, 7
MCNF85, 95, 96, 102, 155, 157
MINOS, 69, 79, 95, 96, 102, 103, 107, 123,
128, 157

Netlib, 123
Newton, metode, 114
Newton-truncat, metode de, 65, 70, 79, 105

optimitzacio subgradient, 16
ordenacié
del minim grau, 119, 138, 146, 149
del minim ompliment, 119
orientacio
inversa, 25-28
normal, 25—28

P3, algorisme, 53
particionament primal, 3, 16, 18-20, 22, 23,
29, 36, 48, 50, 57, 62, 64, 65, 74, 77,
95, 96, 108, 109
pivotacié degenerada, 49
PPRN, 77-80, 95, 96, 102, 103, 107, 150,
154-158
predictor-corrector, metode, 109, 117, 128,
155, 158
preordre, ordenacié en, 53
primal-dual, metodes, 17, 95, 109, 110, 130,
133, 144
problema
(Fo), 48, 49, 64
(F1), 64
(FML), 19, 145, 149
(FMLCB), 19, 49, 50, 77, 129, 130,
133
(FMNCB), 19, 62, 77
(NCL), 60
pseudofactible, punt, 49
punt interior, metodes de, 16, 158, 159
punxa, 53

quasi-actives, variables superbasiques, 73
quasi-Newton, actualitzacio, 68
quasi-Newton, metode, 67, 70, 79, 105

radi espectral, 142
relaxacié lagrangiana, 17
rutina
FO1BRF, 53
GENQMD, 119, 138, 146, 149
GETPTC, 79
GSFCT, 149
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subespai nul, 59, 61
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transit, problema d’assignacio, 94
transformacié projectiva, 16
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vector
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