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UN ALGORITMO DE PUNTO INTERIOR PARA
PROGRAMACION CUADRATICA A TRAVES DE
PROBLEMAS EQUIVALENTES SEPARABLES’
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Universitat Rovira i Virgili

Se presenta un algoritmo de punto interior para la solucion de pmb[engas
cuadrdticos simétricos y definidos positivos, mediante su transformacion
en problemas equivalentes separables (esto es, la matriz de coeficientes
cuadrdticos es diagonal v no existen términos cruzados). El algoritmo di-
fiere de otros va existentes (como el implementado en el sistema LoQo)
en el hecho de que soluciona las denominadas «ecuaciones normales en
Jorma primal» (LoQo soluciona el denominado «sistema aumentado» )y
en gue no requiere ningin tratamiento especifico para las variables libres
creadas durante la obtencion del problema equivalente separable. Se pre-
senta una implementacion del algoritmo V su eficiencia es comparada con
los sistemas LoQo v Minos 5.3, Para la comparacion se urilizan 80 pro-
blemas cuadrdticos derivados de problemas lineales de la coleccion Netlib
(Gay (1985)) (una bateria estdndar de problemas de programacion-lineal).
Se obtienen los problemas cuadrdticos mediante un generador ad-hoc de
problemas cuadrdticos. ‘

‘An interior-point algorithm for quadratic programming through se-
parable equivalent problems.
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INTRODUCCION

lesde la aparicion del algoritmo de Karmarkar (Karmarkar (1984)) se ha dedicado un
ran esfuerzo al estudio de los métodos de punto interior, debido fundamentaimente
la eran eficiencia que han mostrado tener en la resolucion de ciertos tpos de
rob]gmas de programacion lineal. ‘Ver en Kranich (1991) una extensa recopilacion
ibliografica sobre métodos de punto interior. Ver en Terlaky (1996) los dlumos
vances conseguidos en este campo.

yurante los primeros afos de estudio, los métodos de punto interior fueron aphcados
on éxito a problemas de programacion lineal. Ver en Monterro v Adler (1989)
n estudio sobre la convergencia de estos meétodos para la solucion de problemas
uadréticos. Existen diversas implementaciones de caracter practico. tales como el
istema LoQo (Linear Opumization, Quadratic Optimization). ver Vanderbei (1992).

il algoritmo presentado en este trabajo difiere del implementado en LoQo en tres
yuntos fundamentalmente. Primero. LoQo utiliza técnicas para matrices simétricas
asi-definidas. dado que resuelve el denominado «sistema aumentado» (que no es
nds que una simplificacion del sistema de ecuaciones de Karush-Kuhn-Tucker del
sroblema). Por su parte. nuestro algoritmo utiliza las denominadas «ecuaciones nor-
nales en forma primal» (consistentes en una simplificacion adicional del «sistema
wmentado»); ver en Vanderbei (1996) una descripcion de ambas técnicas. En contra
fel sentir general en la literatura (ver Vanderbei y Carpenter (1993)) que considera que
a utilizacién del «sistema aumentado» reduce el incremento de la degradacion de la
ssparsidad (i.e.. poca densidad) del sistema de ecuaciones. en este trabajo se muestra
“omo el uso de las «ecuaciones normales en forma primal» puede dar lugar a mejores
-endimientos computacionales. Esto es debido a que. a pesar de tener un-aumento
:n la degradacién de la esparsidad, este hecho se ve compensado por la solucion de
1n sistema mds simplificado. Asimismo, las «ecuaciones normales en forma primal»
:ambién son utilizadas en otras implementaciones eficientes. como OB1 (Lustig et al.
(1992)).

El segundo punto en donde ambos métodos difieren es en el preproceso previo a
la solucién del problema. dado que cada método resuelve un sistema de ecuaciones
distinto. La utilizacién de las «ecuaciones normales en forma primal» en nuestro
método. fuerza a transformar el problema original en uno equivalente separable. De
otro modo. el coste computacional seria excesivo y no podrian obtenerse implementa-
ciones competitivas. Por su parte, la estrategia implementada en LoQo permite tanto
transformar el problema en uno equivalente separable como solucionar el problema
en su forma original. En este sentido, ofrece una mayor flexibilidad. Sin embargo,
tal y como se mostrard en los resultados obtenidos. la implementacion de nuestro al-
goritmo obtiene. en general. mejores rendimientos que LoQo. tanto si éste soluciona
el problema original o uno transformado.
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El tercer punto a destacar es el tratamiento de las variables cuadrducas libres (¢
aparecen al transformar el problema en uno equivalente separable). LoQo (ver Vanc
bei y Carpenter (1993)) efectuia un tratamiento especifico para este tpo de variab
El método propuesto en este trabajo. sin embargo. no requiere dicho tratamiento
cual permite agilizar su rendimiento.

Este trabajo es una extension de la implementacion de un algoritno primal-dual
problemas lineales. utilizando un método predictor-corrector descrito en Castro (19
(que a su vez es una extension del presentado en Castro (1995)). El trabajo ten
siguiente organizacién: la seccion 2 recoge la extension del algoritmo presentadc
Castro (1998) al caso cuadrdtico: la seccién 3 detalla la wransformacion del proble

‘original en uno equivalente y separable: la seccion 4 presenta el generador de prol

mas cuadrdticos. la seccion 5 discute los resultados computacionales obtenidos e
solucion de una bateria de 80 problemas cuadriticos: finalmente. la seccion 6 ofi
las conclusiones obtenidas de los resultados de este trabajo.

2. ALGORITMO PRIMAL-DUAL PREDICTOR-CORRECTOR PARA
PROBLEMAS CUADRATICOS

En este apartado se describe el algoritmo primal-dual para problemas cuadraticos cc
extension del algoritmo presentado en Castro (1998). De nuevo. la principal difere
entre el algoritmo aqui detallado y el utilizado por LoQo reside en la solucion de
«ecuaciones normales en forma primal», en vez del «sistema aumentado». Par
caso cuadrdtico se verd como este heécho tiene unas repercusiones mayores que pal
caso lineal, forzando a transformar el problema cuadrdtico original en uno equival
separable.

2.1. Formulacién de los problemas primal y dual

Sea la siguiente formulacion general del problema cuadratico (en forma primal):

min, c'x+ 30X 0x
sujeto a Ay + A FAxp=b
(hH (P) 0<x <X
0<x
xy libre

donde x € R" representa el vector de variables. el cual puede ser particionado ¢
X' = (x}, X} x7) (x, € R™ corresponde a las variables con limites superiores e inferi
x; € B denota las variables s6lo acotadas inferiormente, y xy € R representi
variables libres —por lo tanto, n, +n;+ns=n). Q € R*™" es una matriz simétri
definida positiva con los costes cuadrdticos. y ¢ € R" es el vector de costes line
La matriz de restricciones A € R™*" se encuentra particionada segun los tres |
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variables en A, € R™*" A, ¢ R"™*" v A, € R™*" . b es el vector de términos
dependientes, y ¥, es el vector de los limites superiores de las variables x,.

nadiendo variables de holgura f € R" para las variables acotadas superiormente.
a la siguiente expresion del problema (1) en la forma estindar:

miny s cx+ %.r"Qx
P) sujeto a Ax,+ A +Apy=b
X+ f =X,

e 2005 20, f =0, xy libre

nsiderando una particion del vector ¢ y de la matriz Q de acuerdo con los tres tipos
79 . 4 / LA R '
variables v = (x], ] x/). resulta que ¢’ = (c}, ¢} ¢;) y

h Qu :u’ jt_f
P ) Q= Ou 0O Q;f
» Our Qi Oy

dual de (2) tiene la expresion:

: Wakypsas., Oy =X x’Q.x !
sujeto a A’ V- (Qu,xu + @l + @, xrhkaumw oy
) (D) Ay = Quix + Qa1+ O xp) +u = ¢

ALy = (Qupxu+ Qupxi + Qpxr) = ¢4
rlk .
220, z1>20, w>0, vlibre

nde y € R™ son las variables duales asociadas con el primer grupo de restricciones
(2 y 2y €R™, ;€ R" y we R™ son las variables de holgura duales.

ita: observar que las variables x, tienen asociadas las holguras duales z, y w. las
riables x; dnicamente tienen asociadas las holguras duales z;, y las variables libres
no tienen ninguna holgura dual asociada.

» Obtencion de las funciones Lagrangianas a través de una barrera logaritmica
1a vez formulados los problemas primal y dual. se pueden eliminar las restricciones
Lno negatividad de las variables anadiendo una barrera logaritmica. El problema
| al tendrd la siguiente expresion:

min Cx+ 30 0x — T Inx; — p 3™ In(x,, — x,)
sujetoa Ax=4h
uz>0
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mientras que el dual puede formularse como:

g by — 3XQx—Tw+uZ " Inzi + 4T Inw;
sujeto a ALy — (Qux, + Qs+ Ol xp) +u—w=c,
(6) A;_\‘ — (Qm‘-\u -+ Qj.lj - Q.’f"‘f +I=0¢
A’;‘."' = (Qupxu+ Qipx + Qrxy) = ¢y
viibre. >0

A continuacion. asociando los multiplicadores de Lagrange v € B a las restricciones
de 1gualdad de (5) se obuene la funcion Lagrangiana Ly, del problema primal:

My "y
(7) Ly(x, r,u)-rx—-——tQ u Z Inx; — Zln —x,) =Y (Ax—b)

=1 =1
Andlogamente. asociando los multiplicadores x, € R nelR" yx, e R alas
restricciones de igualdad de (6). se obteniene la funcion Lagrangiana del dual L,

Ly(x.y,z,wp) =b'y = —\JQ). —Ew+pTe Ing +uX Inw;
(8) ‘j( Qu"u*‘ngtf'*‘Q“fx,')+..u'-H —¢y)
' —X (A’ —(Quixu+ Qrxr + Q) pxy) + 7 — e1)
=5 ‘J (A b i Ql(i‘)m + Qn’)‘x{ + Qrxy Yo C‘J“)

. 2.3. Condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker de primer orden

Sea ¢; el vector [-dimensional de I's y X, X;. Xy, X. Zy, Z;. W. F las matrices
diagonales, definidas como:

e = hygees )

Xy = diag(xuI ..... Kira )
X = diag(.r:il ....,x,m)
Xii= diag{x,l ...... v, )
X '
(9) X = X
X
Z, = diag(:uI gisi gl
= diag(:,I gy, )
W =diag(wi,...,wy,)
F =diag(x, ~Ff e )
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Teniendo en cuenta la estructura de Q presentada en (.3).. las condw:ppes de optima-
i esarias imer orden de L, (7) tienen la siguiente expresion:
lidad necesarias de pri .

(10) % = ¢y — X ey, +uF” Yen, —A:‘_\';l- (Quxu+ Qluxi+ Qpxy) =0
(1 %% = ¢ = pX; e, — A+ (Quixi + Qi + Qpyxy) :=0
(12) - i% = ¢ =AWy + (Quexu+ Qupxi + Qrxs) =0
(13) By —(Ax—bh) i
dv

Por otro lado. las condiciones de optimalidad de primer orden de L, (8) tienen la

expresion:
(14) ?—Lﬂ = ¢, — ALy — L+ w+ (Quru+ Qigxt + Q) =0
00Xy
(}5) %ﬁi = —A;)'—:{ e -3 (Qm‘xu =+ QI'XI e Q;f'xf) 1=}
dx; -
oL, iV X+ Quexi+ Qpxyp) =0
e - RN wufXu f ; .
(16) = ey — Ay + (Qupxu+ Qupxi + Qrxy
Xt
(17) aL—d =b-Ax:=0
v
JL, .
(18) (d—'i = uZ, Ve, — Xuen, =0
~it .
oLy _ _
(19) = =t Le,, — Xien, :=0
<A
(20) % = .u“,_lenu = Femt =0
ow

Las condiciones (13) v (17) son las mismas e imponen la facubilidad primal. Las
condiciones (14)=(16) imponen la factibilidad-dual. Las condiciones (1_8)—(20). de-
nominadas condiciones de complementariedad, garantizan que la solucién verifique
las condiciones de holgura complementaria. Finalmente, puede observarsg que, ga-
rantizindose la factibilidad primal. la factibilidad dual y la complementar:edad. au-
tomdticamente quedan satisiechas las condiciones restantes (10)—(12). Por ejemplo.
para (10) se puede observar que:

2 '
0 = cy—pX; lfnu + }UF_ienu = A:‘_\‘ + (Quxu + Q;dx[ + Ql:fxf}

= Xu—len,, +PF_]enu +y—w [usando (14)]
= 0'“ [usando (18) y (20)]

122

De igual forma puede verificarse que se satisfacen (11) y (12).

Finalmente. las condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker de primer orden
problema cuadratico (1) (condiciones de factibilidad primal. factibilidad dual Y
plementariedad) a satisfacer por la solucién éptima tienen la siguiente expresion:

(21 - h = XuZ,ey, —pey, =0
-(22) f=XiZe, — pey, =0
23y ) fr = FWe,, —pe, =0
(24) fizAx—b=10"
(25) fs=Ay+ 2 —w— (Quxy + Quxi 0 xf)—cu = 0
(26) _ fo S AN+ 2 = (Quxu+ Qi+ Q) xy) — ¢ = 0
(27) fr =AY = (Qurxy + Qipxi + Qrxy) —c; =0

2.4. Solucion del sistema no lineal

Se resuelve-el sistema no lineal de ecuaciones (21)—(27) mediante un meétodo iterati'
Una buena eleccion consistiria en usar el método de Newton. partiendo del pui
acal & = (x], v}, z/.w!) a un nuevo punto &i+d&;. donde las sucesivas direccior
d; se obtienen como solucién del sistema Vf(&)d& = - f(&). Sin embargo. tal
como se describe para el caso lineal en Castro (1998), puede aprovecharse informaci
de segundo orden y realizar una aproximacion cuadritica de FilGi++dE) =0 j
..., 7 (fj hace referencia a cada una de las ecuaciones de (21)~(27)). obteniendc

ol o I 5 .
(28) fﬁ(ir)+vf_;{€:}d§.+:_; diﬁ-V"f,’(f,,)dE,:U J=1l... 7
Aplicando (28) al sistema (21-27). el nuevo sistema sera:

Zuydx, +X,dz, + dZ,dx, = -fi (E;r

Zidx) + Xidz +dZidx; = ~ fr(§

—-Wdx, + Fdw—dWdx, = —f3(&

(29) Audx, +A[dx;+Afdxf = —fu(&
—Qudxy = Qdx) — Q) dxy + Aldy +dz, —dw = — f5(E;

"'Qu!d-ru i Qld-rn' - Q;fdx.' + A;d\ +dy = _f6 (ét

-—Qufdlu - Q[f‘dk‘[ =5 Qfdx_, +A’fd\

I
[
b
=
.__!‘n
=

Si se hubiera usado el método de Newton sin introducir informacién de segunc
orden, la dnica diferencia hubiera sido la no aparacion de los términos no linealt
dZ,dx,, dZidx; y dWdx,. Sin estos términos. el sistema resultante es lineal y puec
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ser directamente solucionado. Sin embargo. al introducir la informacion de segundo
orden es preciso utilizar una estrategia alternativa. La forma cldsica de solucionar
este sistema (propuesta inicialmente en Mehrotra (1990)) consiste en realizar dos
pasos. denominados el paso predictor y el paso corrector. tal v como se detalla en
Castro (1998). En el paso predictor (tal y como indica su nombre) se obtiene una
direccién d&; aproximada. Dicha direccion se obtiene como solucion del sistema (29)
climinando las no linealidades y los términos p de los términos independientes de las

Zudxy +Xdz, = b I
Zidx; -Q-ng:_,' = f)]_,
—Wdx, ~ Fdw = b-
(32) Awdx, +Ajdx; + A pdxy = b
—Qudx, — Qdx; — Q) dxy + ALdy +dz, — dw = by,
—Qudx, — Qidx; — Q}),dx, +Ady+dzy = by,

tres primeras ecuaciones:
—Qurdxy = Qupdx; = Qrdx; + Aldy = by,

Zu(i-"u i XHJ:H = _XMZH""H:; P S lif .
Z.d% Xy = X, ara mmp ificar la obtencidn de la solucion de (32). sea el sistema equivalente:
~Wdx, + Fdw = ~WFe,, 3 Zdc+Xds = b
: - A . o (34) - - Faw = §
(30) Audx, + Adxi+ Aydx, = —fi(Z)) 35) ‘ War-Fay &
N ; i " . " . Adx =bh
—Qudx,— Q' dx; — Q! dx; + Aydy +dz, —dw = —f5(Z)) s 3
Q. Qi ul=t t ! Isls : (?}6) ' —Qdx+Adv+dz—dw = by

—Qudx, — Qidx; — Q;lfdx, +Apdy+dzy = —f6l&i)
— T — Pre oy B ool e soeres ELHE : ) o
Qurdx, — Qrrdx; Q_;dj\,r +Aldy = = f1(&) donde ahora todos los términos (matrices o vectores) se encuentran constituidos |
tres partes (submatrices o subv 5 iadas :
. N , N ; 5 , P s 0 subvectores) asoc Z ‘ : 2
Se utiliza la direccién-aproximada d€; para aproximar los términos no lineales dZ,dx. de forma que: ) 1adas a los tres tipos de variables (,.;.

dZidx; y dWdx, de (29). Entonces. la direccion d€, a utilizar viene dada por la ;
(37)

solucion del paso corrector:
5 dx, dz diy | b
s, = = E)o— = A . 1y b:
Z“dx“ N X“dh“ fl (g') AZH Axu Cdx = dxl dZ = dZ.’ dw = 0 E’{ = b], 5” = 0
Zidxy + Xidz = — (&) — dZidx dxy -\ o 0 : 2 :
_de_'\,“ o Fdhl = _J\L1 (af) T+ C?WC}Y” b-i;, N Zu W F
(31 Audx, +Aydx+ Apdxy = —f1(&)) by=| by, 7= Z W= 0 P i
~Qudxy = Qydx; — Q) pdxy + Aydy + dzu — dw = = f5(5i) i 0 0 1
— Qudx, — Qudx; — O dx; + Ajdy +dzy = —fe(ii)_ Se inicia la solucién de (33)~(36) aislando d,, de (34) y d. de (36):
—Qu,d.l'“ —Q;fdx[—Qr,«-dx;-+A’rd)' = _f'f(ér) (38) GTW = F'1(52+de)

dz = by+dw+ Qdx — Aldy
Puede observarse cémo los términos de la izquierda de los sistemas (30) y (31) son ) 7
iguales. y tan sélo varian los términos independientes. Por lo tanto dnicamente debe
solucionarse ¢l mismo sistema de ecuaciones lineal dos veces con distintos términos
independientes.

Sustituyendo (38) en (33) resulta:

(39)
. ) Zdx+Xdz = bl
Zdx+X(by+dw+ Qdx— A'dy) = bl
(Z+XQ)dx = bl - Xbs+ XA'dy — X[F~" (by + Wdx)]
i (Z+XQ)dx = bl — Xbs+ XA'dy — XF~'by — XF~'Wdx
(£+XQ+XF~'W)dx = bl — Xby+ XA'dy — XF~b,
(@Q+2ZX~' + F~'W)dx = X~'b1 — by + XA'dy — F~bs

2.5. Solucion del sistema lineal

Sea el siguiente sistema donde los términos de la izquierda son los correspondientes
de (30) y (31):
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\hora definiendo:
O = (Q+2X”+F“b§/]
40) r= F'hy+by—X"'hI

a expresion (39) puede escribirse como:
41) Qdx=Adv—r
Dado que © ¢s invertible (ya gue es simétrica v definida positiva. puesto que Q

también lo es y ZX ™. F~'W no son mas que matrices diagonales con clementos no

negativos). se puede sustituir (41) en (35
Adx = s
(42) ' A[(;)*‘(A'd}'—r)l = bs
(A@~'A"dy = b3 +AO7r

Por lo tanto. la solucion del sistema equivalente (33)-(36) se obtiene calculando por

este orden:
(A7 ANy = by +AO”'r
dx = @ "(Aldv—r)
dw = E=V(by+ Wdx)
d= = by +dw+ Qdx—A'dy
Una vez obtenida la solucién del sistema eq;sivaleme. es preciso reescribir las ecua-
ciones de (43) en funcion de las variables originales. usando (37).

En primer lugar sean las expresiones de © y r (40) en base a (3).

(44)
o= (@+ZXx"' +E7'W)
Z X! F-! W
=0+ Z X! - 1 0
0 37 1 0

Qu+ZX +FTW -, Qy
= Ou 0 +Z!X;_1 Q¢
Quyr Oy Qr
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e by by, X by
1 0 + b.(', — Xl,'" h]‘:
(45) 1/ \o bs, g5 4 g

o T F~'by+bs, = X7 ',
=\ n|= by, — X~ by,
't b,

La expresion de dw (38) en las variables originales serd:

dw = F~' by + Wdx)
= 1 0|+ 0 dx;
1 0 0 d.r,
(46)
F=Y(ba+ Wdx,)
0
Y

dw = F~V(ba+Wdx,)
La expresion de dz en las variables originales serd:

dz = bs+ Qdx— Aldy+dw

ba, dx, Al dw
= | by | +Q| dx | = | A |dv+| O
by, dxy Al 0

ba, + (Qudxy + Qlydxi + Q) pdxs) — Aydy + dw
= by, + (Quidxy + Qidx; + Q; !—dxf) - A_";d_\'
ba, + (Qu;'d.tu + Q”dxg + Qrdxy) — A}—d_\‘

I
(47) d:u = b.l“ =+ (Q“dx“ =+ Q::fdxl —+ Q:‘fdx!) s A:‘d}p + dW
(48) dz = b4, + (Qudx, + Qudx; + Q;fdxf) - A;d_\'
(49) 0= b4f + (Quf'dxu + Qrdx; + Q_;'d){,r} = Arfd‘.'

Se puede observar ficilmente que la ecuacidn (49) se satisface. Para ello

‘observar que. usando la definicién de © en (44), el término Qupdx,+ Qipdxi+Q
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es igual a las ny dlumas componentes de @dx. Usando ahora la relacion QOdx =
Aldy—r de (41), directamente se tiene que las ultimas 1, componentes de ©dx son
igual a Al d\ — r,. donde r; = by, tal y como fue definido en (45). Por lo tanto

0 = bs, + (Qurdxy+ Quedx; + Qrdxy) — Ay
= bs, +(Aldy—ry) = Aldy
= b..if —ry
=0

Finalmente. la solucién del sistema lineal (32) uene la siguiente expresion:

(50) (AO~'AYdy = bxi+AO™ s

(51) de = ® '(Aldv-r)

(52) dw = F.’l{bz-t-deu)

(53) dze = by, + (Qudxy + Qludx; + O pdxy) — Aydy +dw
(54) dzp = by, + (Quidx,+ Qrdx + Qpydxy) — Aidy

donde ©@ y r se recogen en (44) y (45), respectivamente.

Nota: Una vez calculada la direccion de movimiento. el resto de pasos del algoritmo
(cdlculo del paso y actualizacion del nuevo punto) se realiza de forma analoga al
caso del problema lineal. Unicamente hay que tener en cuenta que no se-debe hacer
intervenir las variables libres al calcular la longitud de paso que preserve la no-
negatividad de las variables (puesto que por ser libres no tienen esta restriccion).

2.6. Notas sobre la solucién obtenida

e Si no existiera la matriz Q (se tiene. por tanto, un problema lineal con variables
libres). y segin la definicion (44), se puede observar que cn este caso lg matriz
©; (que representa la matriz © para el caso de sélo disponer de variables lineales)
vendria dada por:

ZX '+ F'W

(55) e = zZx;
0

y. claramente. no seria invertible. Por lo tanto. el método descrito anteriormente no
serfa viable para problemas lineales con variables libres. En el caso de problemas
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cuadraticos, podrd invertirse la matriz © siempre que al sumar Q a la matriz (
anterior se rompa la singularidad. Si Q es simétrica y definida positiva este hecl
siempre se garantizard. No hace falta. sin embargo. imponer una condicién
restrictiva. Por ejemplo. una matriz (-diagonal con ceros en las 1, + n; primer
posiciones diagonales y valores positivos en las n, dltimas posiciones diagon

les. también garantizaria la invertibilidad de ©. Ver en el apar[ddo siguiente u
aplicacion de una matriz con estas caracteristicas.

e De nuevo y como en el caso lineal. la operacion mds costosa es la solucion de
sistema simétrico v definido positivo: (A©@7'A")dy = b1 +AO~'r. Sin embargo.
diferencia del caso lineal donde © era una matriz diagonal. en el caso cuadraty
hay que factorizar ®~! en cada iteracién. Y una vez factorizada. utilizar esta fa
torizacion para obtener A@~'A" v poder realizar su posterior descomposicion «
Cholesky. El coste computacional de estas operaciones es elevado. Naturalment
si la matriz @ fuera diagonal. el coste computacional del sistema anterior seria equ
valente al de un problema lineal (ver la siguiente seccion). Vanderbei.y Carpent
(1993) proponen la solucion del ya citado «sistema aurentado» (método impl
mentado en LoQo) en vez del sistema de ecuaciones «normales en forma prima
(A 'ANdy = ha +AO 1

e Una posible forma de proceder en un problema lineal con variables libres es con
sigue, ver Vanderbei y Carpenter (1993). Se observé en (55) que en este ca
la matriz ©; no era invertible, debido a la no existencia de las holguras dual
Zr. Por tanto, se pueden considerar existentes dichas holguras z;, asociadas cc
las variables libres xy. Sin embargo. z; = 0 en el éptimo forzosamente (va qi
tedricamente no deberian existir estas holguras duales). Dado que siempre se del
garantizar que Zrxy =0 Vi=1..... ny.y se pretende que z; =0, se debe asegur
que x;. # 0. Se obtendrd entonces el paso de las variables primales sin ten
en cuenta las variables libres xy. Si con este paso alguna de las variables libn
Xy pasa a tener un valor cercano a 0 o negativo (inicialmente todas las x; sc
positivas), entonces se realiza el cambio de variable x’,— =k —x;, donde k es un val,
positivo suficientemente alejado de 0 (Vanderbei y Czirpenter (1993) proponen k
2) modificando convenientemente la estructura del problema (negar una columi

de A y modificar el término de la derecha b). En el nuevo espacio de variablé

;. tendrd un valor suficientemente positivo, y la z &f asociada deberd valer 0. Es

pron.eso debera repetirse a lo largo del algoritmo tantas veces como sea necesari

3. TRANSFORMACION DEL PROBLEMA CI_JADRATICO EN UNO
EQUIVALENTE SEPARABLE

El algoritmo descrito en la seccion anterior para problemas cuadrdticos tiene el i1
conveniente computacional de tener que factorizar A@~'A’ en cada iteracién. Si
matriz © fuera diagonal (el problema se denomina en este caso «separable») el esfue
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;omputacional seria equivalente al realizado para problemas lineales. La estrategia
sar consistira en transformar el problema original en uno equivalente donde la ma-
O sea diagonal. Vanderbei y Carpenter (1993), entre otros. utilizan también c’sm
ategia para el «sistema aumentado». En cambio. en este trabajo se observard el
dimiento logrado usando la transformacion del problema cuando se solucionan las
aciones «normales en forma primal».

| el siguiente problema cuadritico:

min, cx+1x0x
sujeto a2 Ay, + Ay =Ax=0
' 0<x, <X
0<x

storizando la matriz Q de forma que:
) O=LL
jueva expresion de la funcién objetivo serd;

l ] l ' - !
N - S VT T N ol
CxX+ X Qx=cx+3x LLx=cx+ X donde x; 5 Lix

problema original (56) serd:

min, ° cx+ %.\Jr.x‘y
sujetoa  Ax=h
L'x—x;=0
0<x, <%,
0<x
x; libre

matriz del nuevo problema. que serd denotada por Q. es ahora:

0
) o0=| 0

nde la matriz identidad corresponde a las variables libres x,. v los bloques diago-
les asociados con x, v x; son 0. El nuevo problema (58) tiene la ventaja de que la
triz Q es diagonal. lo cual reducird el esfuerzo computacional. El inconveniente es
e tiene ny nuevas variables y restricciones. donde ny = rango(Q) = rango(L). Sin
ibargo, si la esparsidad de la matriz L definida en (57) es grande, puede esperarse
a mayor rapidez en la resolucidn del problema equivalente (58) que optimizando

ectamente el original (56).
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Para poder aplicar el algoritmo desarrollado en el apartado anterior, se vié que se debiz
garantizar que la matriz © definida en (44) fuera invertible. Sin embargo. usando Iz
definicion (59) de Q se observa que:

Z X F-'w
0+ zx”' |+ 0
- 0 0

C]

' Z X"+ Fo'W
Zix;

1

y. por tanto. claramente es una matriz invertible. Ademas. dado que las unicas varia-
bles libres son las creadas en el proceso de transformacion de un problema a otro. y
que la submatriz de © asociada con estas variables serd siempre 1, no es necesaric
realizar ningun tratamiento especifico para variables libres. con el consiguiente ahorrc

computacional.

-4. GENERACION DE PROBLEMAS TESTS CUADRATICOS

Para poder verificar el rendimiento computacional de la implementacidn realizada del
algoritmo anterior y su comparacion con implementacines alternativas. se ha desarro-
llado un generador automitico de problemas cuadraticos con Q simétrica y definida
positiva, A diferencia del caso lineal. donde existe la bateria estandard de proble-
mas Netlib, para el caso cuadritico no se conoce de ninguna coleccion de problemas
simétricos y definidos positivos usados como bateria de tests. A pesar de existir ya
algunos generadores aleatorios de problemas cuadraticos (como el descrito en Calamai
etal. (1993)). estos generan problemas con una estructura totalmente aleatoria. Otros
autores (como Vanderbei y Carpenter (1993)) han generado problemas cuadrdticos a
partir de los problemas lineales de la Netlib. obteniendo la matriz Q como Q = AJA,,
donde A, representa las r% primeras filas de la matriz de restricciones lineales A
(siendo r un parimetro preestablecido).

En este trabajo se ha optado por una opcién intermedia entre las dos anteriores. Por
un lado. los problemas cuadrdticos seran generados a partir de un problema lineal
va existente (se han usado los problema Netlib). Asi. el problema generado no
serd totalmente aleatorio y de estructura cualquiera. Sin embargo, si ha sido obtenida
aleatorimente la estructura y coeficientes de la matriz Q, en vez de definirla a partir de
la matriz de restricciones lineales A. De hecho, si se usara la técnica antes comentada
de definir Q = A/A,. claramente al convertir el problema cuadrdtico en uno equivalente
separable. la nueva matriz de restricciones A que apareceria, segiin (58), vendria dada
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por

A0
Al

A=

Dado que A, no es mds que una submatriz de A, este hecho influirfa al construir la
matriz AGA. la cual estaria formada por submatrices que serian unas subconjuto de
las otras (resultando, por tanto. patrones de esparsidad repetidos).

El' generador desarrollado, por tanto. genera la matriz Q de forma aleatoria a partir
de tres parametros: py. p2 v-s. El primer parametro (con rango de 1 a 100) es usado
para calcular la dimension de la matriz Q como n, = n- py /100, siendo » el numero
de variables del problema, donde n, denota la dimension de Q. Las n, variables
que intervendrdn en la parte cuadratica se escogen aleatoriamente de entre las i, +m
variables lineales del problema (56). El segundo pardmetro (también expresado como
un porcentaje) es usado para obtener el nimero de elementos diferentes de 0 de la
parte sobrediagonal de Q (la parte subdiagonal es simétrica y la diagonal siempre tiene
un coeficiente diferente de 0). El mimero de elementos diferentes de 0, denotado por
nzy, viene dado por nz, = n:‘}'p:/ 100. La distribucién de estos nz, elementos se hace
de forma aleatoria sobre la parte sobrediagonal de Q. Los valores que pueden tomar
los coeficientes sobrediagonales de Q se obtienen aleatoriamente de una distribucion
uniforme [0.M], donde M =¥, ¢;/n. siendo ¢; el coste lineal de la variable x; (por
tanto, M es la media del vector de costes lineales ¢). Para obtener de forma aleatoria
el patron de esparsidad y los coeficientes cuadrdticos se utiliza el generador pseudo-
aleatorio descrito por Schrage (1979), el cual es alimentado inicialmente con la semilla
proporcionada por el tercer parametro 5. Una vez se han obtenido los coeficientes
sobrediagonales, se obtienen los términos diagonales Q. (=1,.... n aleatoriamente
de una distribucién uniforme [3_, Qi;, X_| Qij + M]. garantizando de esta forma que
la matriz serd diagonal dominante y definida positiva.

Se han utilizado los 80 problemas lineales de la coleccion Netlib para la obtencién de
una bateria de problemas tests cuadrdticos, segun la técnica descrita anteriormente.
Las caracteristicas de los problemas lineales Netlib se muestran en la tabla | donde
n. n'y nel son el numero de condiciones, variables y elementos no nulos de la matriz
de restricciones. Las caracteristicas de la matriz Q generada en cada caso (dimensidn
v numero de elementos sobrediagonales no nulos) puede inferirse a partir de las
definiciones anteriores de n, y nz,, de los pardmetros p;, p» v s (concretamente.
se han usado en todas las pruebas py = 5. po =5y 5 = 3141592) y del nimero de
variables de cada problema segiin se recoge en la tabla 1.!

) . :
Contactar con el autor para obtener una copia del generador (programado en ANSI-C) en jcas-
tro@etse.urv.es.
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Tabla 1. Dimensiones de los problemas Netlib

Problema | m n nel | n nel |
25fva7 822 1571 11127 663 | 2923 | 13985 |
80bau3b | 2263 | 9799 29063 1442 | 3652 | 43220 |
adlittle 57 97 165 | 2031 | 1883 | 73804 |
afiro 28 32 88 976 | 2172 | 13129
agg 489 163 2541 92 180 752
agg? 517 302 4515 106 103 281
agg3 517 | 302 4531 206 1. 203 3| /552
bandm W06 | 472 2659 5| AN VPR
heaconfd | 174 | 262 1476 B ® 1 e |
blend 75 83 521 I 472 S0 | 2029 |
bll 644 1175 6129 [ 130 140 553
bnl2 2325 | 3489 16124 331 4 as7 | 2612
boeing | 351 384 3865 661 | 914 | 5229
boeing2 | 167 143 | 1339 991 | 1371 | 7846
bore3d 234 315 1525 389 | 358 | 1708
brandy 221 249 2150 491 | 1169 | 09
czprob 930 | 3523 14173 78 760 | 3148
d2qUéc | 2172 | 5167 | 35674 148 | 1350 | 5666
dbcube 416 | 6184 | 43888 398 | 2750 | 11334
degen? 445 534 4449 301 480 | 2052
degen3 1504 | 1818 | 26230 1097 | 1880 | 8124
€226 224 232 2767 1481 | 2480 | 10734
etamacro 401 688 2489 516 1028 4874
ffFF800 | 525 854 6235 18 | 225 1182
finnis 498 614 2714 97 79 730
fitld 25 1026 14430 537 | 1775 | 4900
fitlp 628 | 1677 | 10894 403 | 2118 | 8450
fit2d 26 10500 | 138018 403 | 1458 | 35810
fit2p 3001 | 13525 | 60784 779 | 4283 | 17085
ganges 1310 | 1681 7021 779 | 2387 | 9501
gfrd-pnc | 617 | 1092 3467 1152 | 5427 | 21597
greenbea | 2393 | 5405 | 31499 1152 | 2763 | 10941
grow!5 301 645 5665 1228 | 2036 | 9252
grow2? 441 946 8318 360 | 1075 | 3038
grow? 141 301 2633 362 | 1isd | 3147
israel 175 142 2358 468 | 1075 | 3686
kb2 44 41 291 118 11 474
lotfi 154 308 1086 2158 | 2031 | 9492
maros 847 1443 10006 | 245 | 2594 | 70216
maros-r7° | 3137 | 9408 | 151120 11099 | 8405 | 37478




Tabla 2. Efectividad de los sistemas 1PQ. LoQo v Minos en los problemas cuadraticos Tabla 2. (cont.) Efectividad de los sistemas [PQ. LoQo v Minos en los problemas cuadra

‘ | IPPC | 1P ‘ LoQo | Minos 5.3 PPC | P l i LoQo | Minos 53
Problema | miter | v | wer v | wer | ! | ) : nesm 39 47.2 38 409 | 25 L1938 e oLl
~aral | 26 | 317 | 3 [ s79 1 32 | 1350 EEE : pilot | 46 | 8500 51| 10496 T T it e
gobautb | 35 | 9007 | T se | eersy 2117 - pilots7 50 | 33129 | 71 | 62916 | 70 | 149294 | 46791
adlittle 5 | o1 | 18 |.o08 | W T o6 | 0.4 pilotnoy 2 | 821 | 40 | 887 | T BEGE
afiro - w | oo | 13 | o3 | 13 03 | 01 ecpe | 22 | 03 6 P TRE T
agg A | 84 [ b 1 52 T 2.0 [ scl05 15 | 0l 14 0.4 17 A Datiein 0
e | 42 | 151 [ % | 188 7 L oA | 4 . 5¢205 l6 | . 03 53 A N T 0.5
aged |36 [ 132 | =24 | 139 | 2 . 188 | ) @sm INEN Y 15 ‘ 04 | 15 | o4 ' o
_bandm__| 20 | LT \ 2 2y l a5 11 , 10 ; 7s‘c.30-l: | 12 . u.l_ f 1% w 0.3 | 1% l 0.3 l 0.2
[ beaconfd | t4 | 13 | 17 20 | 18 2.3 14 : scagr25 | 28 | 17 | 41 | 3e | 43 | 56 ! 53
= s | b2 ot 4 o8 | I L U [ 0s “scag? | 19 .02 | 2 e | T
il |50 | 180 | 65 | 283 [ 6a | 1474 | 298 | scfxml % | 22 | 2 | 3 | 60| -
oz | 37| 245 | o 70 | moa7 [ 4147 scfxm2 25 5.7 30 T VT TR
boomgl | 34 | a8 | 43 . 8 & | 283 | 93 b scfxm3 31 146 35 16.6 38 262 . ol i
M ooemez | 23 | 09 | 32 e | 22 | 15 | E | scorpion 15 | 03 25 2.0 - i ¥
[ boresd | 2| 10 2 | w7 | o2 | 19 | o scrs8 | 25 | 41 4 62 5 Vi .
| bndy |16 | 1o | 23 [ 2s | 3 F %4 4 2l | wsdl | 18 | 03 17 s 18 227 |19
[ coprob | 45 352 | 61 | 244 [ & | 528 ! T scsd6 lo_| 2.0 13 2.9 2% 7155 45
| daquec | 37 | 6364 - 53 | T422 | th | 4m0 | . scsd8 18 | 103 33 90 | 25 e 1
g6eube |53 | 364 | 36 [ 2478 | I 10585 | scapl | 18 11 2 27 | 3 10.3 24
I Qegen2z | 14 | 61 20 [ s | 20 | 176 T j : sctap2 2 18.1 28 167 | 31 3253 5.0
[ degens | 20 | W09 | 3% | w15 | A | 2334 | 2452 : sctap3 21 4.5 28 33 P e
% | 23 | e | 22 | 31 | 0 | 44 | T ' seba | 30 .| 55.2 <0 23 R 55 5
camacro | 31| 66 | 42 | 156 T a2 | 183 | 72 sharelb 55 0.9 2 5 >3 17 #
| oo | 55 | 181 | 37 259 | o1 | 1255 | 58 | share2b 13 | o2 22 0.8 23 0.9 0.5
[ fnms | 27 | 34 [ 29 | 43 | % T 92 | 0.1 | shell a7 | 69 = 59 - = 55
[ fog | 27 | 1 | 23 | 83 a5 | 87 | 233 | ship041 14 | 56 29 7.1 30 215 62
T hup | 15 | 270 | 20 T ss | 30 | 252 |. 256 | shipods | 14 | 27 29 16 13 9.4 36
[ fid | ‘-“ % | 3418 | 29 | 3743 39210 | ship08l |16 26.0 18 223 36 L | 59
 fop | 1| 1420 | 43 | 6986 T shipO8s 18 8.2 35 10.2 36 U
[ ganges | 38 | 216 | [ 189 u | a2 | 124 shipl2l | 17 50.6 44 411 47 1140 306
[ efdpne | 52 | 39 | U (b [~ 78 shipls | 18 2.0 | 4l 5.5 40 211 132
[ greenbea | 125 | 8320 | (h) 63 | 15884 | 12090 sema | 42 | 379 | 48 3ls | 55 1989.4 132
[ gowis | 21 | 30 | 28 | 73 [ | 937 | 153 | standata | 21 | 27 2 35 | 2 6.2 27
[ grow22 | 24 | 64 [T 32 | 131 | 43 | 3054 IEER standgub 22 3.3 20 3.1 3 7.0 29
[ grow7 | 20 | 10 | 25 [ 29 | 2 | 124 R l sandmps | 29 48 23 15 23 17.7 1.0
| israel | 46 | 88 | 28 | 24 | 28 | 42 | 3.6 j - stoctorl 19 0.2 20 0.6 20 09 0.3
w2 | 15 | o1 | 16 o3 | 16 | 03 | 02 — stocfor2 31 494 8 6.8 = o e
Tt | 23 | 06 [“3s | 19 | 18 | 33 | 1.5 4{ woodp 24 67.5 35 135.1 35 207.0 310
[ maros | (b a5 | 681 | 76 | 2514 | 964 woodw 30 465.4 80 359.5 75 72549 1008
|_marost7__| ] E tay 29 | 85 | " | Promedio | 25 | 717 30 | e | o3 279 | 1487
1 Memoria insuficiente.  '?) Problemas de convergencid. ‘) Memona insuiciente. ‘"' Problemas de convergencia.
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5. RESULTADOS COMPUTACIONES PARA LOS PROBLEMAS
CUADRATICOS

En este apartado se presenta una comparacién computacional de la implementacion
realizada del método presentado en los apartados anteriores. sea IPQ. v los sistemas
LoQo y Minos 5.3 (Murtagh y Saunders (1983)). Dado que LoQo permite abordar
los problemas cuadriticos tanto directamente en su forma original como a traves
de la transformacion en equivalentes separables, se utilizan ambas alternativas en la
comparacion. De esta forma se observa si la eficiencia de IPQ respecto a LoQo
s¢ debe al hecho de transformar el problema en uno equivalente separable o a la
utilizacion de las «ecuaciones normales en forma primal».

La tabla 2 recoge los resultados obtenidos con los 80 problemas de la coleccicn Netlib
presentados en la tabla 1, una vez transformados en problemas cuadraticos mediante
el algoritmo descrito en el apartado anterior (usando. tal y como ya se ha indicado. los
valores de py =5, po =5y s =3141592). La tabla recoge el nimero de iteraciones
(niter) y tiempo de computacion requerido (1), en segundos de CPU. para IPC y las
alternativas de LoQo para el problema original y el problema equivalente separable
(denotado por LoQo(sep)). y Minos. Para Minos nicamente se muestra el tiempo
total de computacion (no tiene sentido comparar su ndmero de iteraciones con el de
los métodos de punto'interior). No se muestra el valor de funcion objetivo puesto que
para los cuatro codigos se obtuvieron los mismos resultados. Las ejecuciones han sido
realizadas sobre una estacion de trabajo SunSparc 10/4] de 64 Mbytes de memoria (32
Feales y 32 mapeadas en disco) y aproximadamente 10 Mflops. Cuando la ejecucion
ho ha podido ser realizada se indica el motivo: “ indica memoria insuficiente, y (#)
problemas de convergencia. ' i

Teniendo en cuenta los resultados recogidos en la tabla 2 puede observarse. en primer
ugar, que Minos es el sistema mads robusto. solucionando 79 de los 80 casos posibles.
PQ resuelve 76 casos. LoQo no pudo ejecutar cinco casos y LoQo(sep) tampoco
budo ejecutar cinco casos.

=n lo que se refiere al rendimiento (sélo se tendrdn en cuenta los 68 problemas que han
odido ser solucionados por los cuatro codigos), se observa como IPQ ha sido el mas
ficiente en 44 problemas, LoQo en 9 y Minos en 15. LoQo(sep) no tuvo un mejor
endimiento que los otros sistemas en ningin caso. La diferencia de rendimiento entre
PQ y los otros sistemas es especialmente significativa para los problemas de grandes
imensiones (como «pilot87». donde IPQ es mucho mis eficiente que LoQo y Minos).
lambién puede observarse c6mo en algunos casos las técnicas clasicas de optimizacion
0 lineal de gradiente reducido en que se basa Minos son mads eficientes que las de
unto interior (como, por ejemplo, en los problemas «woodlp» y «woodw»). Hay
ue tener en cuenta. sin embargo, que IPQ no incluye ningun. tratamiento especifico
ara columnas densas (en la versidn actual) lo cual repercute negativamente en su
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rendimiento (este hecho explica la gran diferencia de rendimiento entre [PQ vy los
otros sisternas en los problemas fitlp y seba). Afiadiendo un tratamiento para este
tipo de columnas su eficiencia se veria claramente aumentada.

Otro de los aspectos a destacar es el comportamiento de LoQo v LoQo(sep). En
general, LoQo es mis eficiente solucionando el problema en su formulacién original
que una vez transformado. Estos resultados difieren de los obtenidos y presentados en
Vanderbei y Carpenter (1993). probablemente debido a la forma en que se construye-
ron los problemas cuadrdticos. Seria necesario. pues. un estudio mucho mas amplio
con un mayor numero de problemas tests. (reales y generados) para poder concluir sj
es mejor transformar el problema o solucionarlo en su forma original. En el método
descrito en este trabajo e implementado en IPQ. sin embargo. no hay ninguna duda.
puesto que la transformacidn es practicamente la dnica alternativa computacionalmen-
te efectiva.

La iltima fila de la tabla recoge los promedios de nimero de iteraciones y tiempo
de computacion (sélo se han tenido en cuenta los problemas que se resolvieron por
los cuatro cédigos). Se puede observar que IPQ es el mds eficiente. Sin embargo.
esta observacion estd muy influenciada por los resultados del problema «pilot87». y
porque algunos de los problemas mas 0810505 («d2q06», «décube», «pilot») no han
sido contemplados (no fueron solucionados por los cuatro sistemas).

6. CONCLUSIONES

Basados en la experiencia computacional bastante fuerte cuyos resultados principales
se han obtenido en el apartado anterior. el método presentado en este ‘trabajo se ha
mostrado como una alternativa eficiente al sistema LoQo para la solucién de problemas
cuadrdticos. La diferencia entre ambos enfoques es el hecho de solucionar un sistema
simétrico e indefinido («sistema aumentado» en LoQo) o la solucién de un sistema
simétrico y definido positivo («ecuaciones normales en forma primal» en IPQ). En este
ultimo caso se ha mostrado cémo es necesario transformar el problema en un problema
equivalente separable. Sin embargo. IPQ es m4s eficiente en ¢l problema transformado
que lo es LoQo en el problema original. A la vista de los resultados obtenidos,
tambi€n se observa que las técnicas de punto interior para problemas cuadrdticos son,
€n general, una alternativa mas eficiente a las técnicas cldsicas de programacién no
lineal de gradiente reducido (sistema Minos entre otros).
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