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Abstract: This work presents an efficient computation and update of the working
matrix when solving the multicommodity flow problem through primal partitioning.
In the solution of this problem the management of this working matrix is paramount.
An extension to the original formulation of the multicommodity flow problem (such
as the addition of side constraints) is considered in this work. This implies that a
working matrix must be different handled. An efficient procedure to compute this
new working matrix is presented. The update of this working matrix must also deal
with the added side constraints. The formulae required to perform this update are
also developed. The main feature of this update is the variable dimension of the
working matrix at each iteration. The fact of having to remove (or add) rows and
columns in the updating process could produce a poor performance of the procedure.
The update here considered overcomes these undesirable changes of dimension in the
working matrix.

Keywords: Multicommodity Network Flows, Network Simplex Methods, Primal
Partitioning, Side Constraints.

1. Introduccio.

El problema de fluxos multiarticle en la seva formulacié classica pot ser descrit
com:

min h(Xl,XQ,...,XK) (1)
X1, X200, X5

subj. a AXjy = Ry E=1,...,.K (2)
0< X, <Xy k=1,...,.K (3)

K
ZXk <T (4)

k=1
on X € IR", (n: nombre d’arcs) és el vector de fluxos de l'article k£ (k =1,..., K)

—essent K el nombre total d’articles del problema—, i h : RE*™ — R! és una funcié
real amb variable vectorial. A € IR™*"™ (m: nombre de nodes) és la matriu amb les
constriccions de xarxa. Les constriccions (3) sén limits simples dels fluxos essent
X, € R", k=1,..., K els limits superiors i les constriccions (4) sén les constriccions
de capacitat mutua, on T' € IR".

En aquest treball es considerara aquest problema ampliat amb unes constriccions
a banda lineals addicionals, de la forma:

K
L< Z Ly X, <U (5)
k=1



on Ly: Ly e RP*" k=1,...,K,iL,U € R (p: nombre de constriccions a banda).
Per tant el nostre problema final sera:

Xl,)gl,l.r.l.,XK(l) ; subj.a (2—05) (6)
Per tal de resoldre aquest problema aprofitant ’estructura de xarxa hi ha diverses
tecniques (descomposicié dictada per preus, particionament primal, descomposicio
simplicial, ...). El meétode que suposarem utilitzat en aquest treball sera el de
particionament primal. Aix{ mateix, segons la funcié h(Xi, Xs,..., Xk) sigui o no
lineal haurem d’usar tecniques de programacié lineal o no lineal per resoldre aquest
problema. Una descripcié detallada de la metodologia a seguir en cas de ser h()
lineal pot ser trobada a [5]. En cas de tractar-se d’una funcié no lineal, [2] pot ser
consultat.

Cal dir abans de comencar que en aquest treball no es pretén detallar la
metodologia del particionament primal i es suposa que el lector té un cert coneixement
sobre el mateix. Tan sols es fara referencia a aquells aspectes directament relacionats
amb la denominada matriu de treball del particionament primal (que és el tema
d’estudi d’aquest document).

2. La matriu de treball.

En aquesta seccié introduirem el concepte de matriu de treball del metode del
particionament primal, aixi com la seva motivacié. Comencarem introduint alguns
conceptes previs.

2.1. Conceptes previs.

Donat que les constriccions (2), (4) i (5) de (6) sén lineals podem considerar la
matriu A de constriccions del problema. Per cada variable (és a dir, per cada flux) j
del problema la columna associada A7 de A té els segiients elements no nuls:

Lo !
; P O R O L I P
(Ay)t: A , < ) J Jp
Xarza Cap. Mitua m

on k i [ identifiquen els nusos origen i desti de I'arc j. Pot observar-se com cada
variable intervé en tres tipus de constriccions clarament diferenciades: les de xarxa,
les de capacitat mutua i les constriccions a banda. Les constriccions de xarxa sén
d’igualtat i sempre estan actives. Les de capacitat mutua i a banda sén de desigualtat
i poden estar o no saturades (o actives). Per cada constricci6 de desigualtat cal afegir
una variable tipus folga.

Tota base usant el metode del particionament primal pot ser descomposada com
segueix (veure [5] per una més complerta descripcid):



B=|1, | Ry 0

Ls Rs 1

essent L1, Ro and 1 matrius quadrades, on:
e [, esta associada a les constriccions de xarxa i arcs dels K arbres d’expansié
minima. La topologia d’aquesta matriu és:

By

Bs
L, =

By

essent cada Bj una matriu no-singular associada amb el k-essim arbre d’expansio.
L1 pot ser representada a cada iteracié per K arbres d’expansié minima seguint la
metodologia descrita a [1].

e [, esta associada a les constriccions de xarxa i arcs complementaris dels K
articles. Els arcs complementaris son arcs que no pertanyen a cap arbre d’expansié
i sén necessaris per preservar la no-singularitat de la base.

e [ esta associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda actives, pels
arcs dels arbres d’expansié minima.

e R, esta associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda actives, pels
arcs complementaris.

e [ 3 esta associada a les constriccions de capacitat mutua i a banda inactives, pels
arcs dels arbres d’expansié minima.

e Rj3 esta associada a les constriccions de capacitat mitua i a banda inactives, pels
arcs complementaris.

e 1 esta associada a les folgues de les constriccions de capacitat mitua i a banda
inactives (cal indicar que les constriccions quines folgues apareixen a la matriu 1 sén
tractades com inactives, encara que els valors de les folgues siguin zero).

2.2. Motivacié de la matriu de treball.

Dins del procés d’optimitzaciéo a cada iteracié cal resoldre sistemes del tipus
Bx = bi2'B = b'. Tenint en compte la particié6 abans presentada de la base B
i considerant una particié similar pels vector x i b observem quines operacions sén
necessaries per obtenir la solucié dels dos sistemes:



2.2.1. Calcul de Bx =b.
El sistema pot ser escrit com:

L1 R1 I b1
Lo Ry T2 =| b2
Ls | Rs T3 b3

Multiplicant per blocs obtenim:

Lz + Rixo = by
LQ.’L’l -+ R2x2 = bg

L3xi + R3xo + x3 = b3

(7)
(8)
(9)

Aillant z; de (7) obtenim x; = Ll_lbl — Ll_lleg. Substituint aquest valor a (8)
obtenim Lng_lbl — Lng_lRlxg + Roxo = by. Aillant el valor de x9 trobem la seva

expressio:

Coneixent x5 el calcul de z; és directament:

w1 =Li'by — LT Ry

o = (R2 — Lng_lRl)il(bQ — L2L1_1$1)

Pel que fa a x3, un cop coneguts i i xo, directament fem:

Calculant consecutivament (10), (11) i (12) obtenim la solucié del sistema.

2.2.2. Calcul de x'B = bt.
El sistema pot ser escrit com:

Tr3 = bg - L3:L‘1 - R3:L’2

Multiplicant per blocs obtenim:

ZIJ‘1L1 + ZIZ’2L2 + ZIZ’3L3 = bl
1Ry + 29 Ry + x3R3 = by

113=b3

Ly Ry 0
I X9 T3 L2 RQ 0 = b1 b2 b3
L3 R3 1

(10)

(11)

(12)



El valor z3 es troba directament a partir de (15). Aillant x; de (13) obtenim
Ir1 = (bl — $3L3 — .IQLQ)Ll_l (16)
Usant (16) i (15) a (14) obtenim:

(b1 — bsLs3 — l‘ng)Ll_lRl + 29 Ry + b3 R3 = by
(b1 — bng)Ll_lRl -+ IQ(RQ — L2L1_1R1) = bg — b3R3
((bg — b3R3) — (bl — bng)Ll_lRl)(RQ — L2L1_1R1>_1 = T2 (17)

Resolent consecutivament (15), (17) i (16) obtenim la solucié del sistema.

Com es pot observar als dos subapartats anteriors, per tal de trobar la solucié
als sistemes plantejats només cal invertir la submatriu L; i una matriu 'expressié de
la qual és: Ry — Lng_lRl. Aquesta matriu sera anomenada la matriu de treball i
la denotarem com matriu Q. Cal indicar que el fet d’haver d’invertir L; no suposa
cap problema donat que, com ja vam fer notar a la seccié 2.1, aquesta és una matriu
diagonal per blocs, on cada bloc representa un arbre d’expansié. Com és ben sabut
les solucions a sistemes d’aquests tipus poden ser trobades de forma immediata
tenint en compte només 'estructura de I’arbre [5]. Per tant només resta tenir un
tractament eficient de la matriu Q per tal de tenir solventat el calcul dels dos sistemes
anteriors, que és la part més costosa de tot el procés d’optimitzacié al cas lineal, i
forca rellevant a la no lineal. En aquest sentit dos sén els punts basics necessaris:
tenir un procediment eficient de calcular la matriu @ i tenir una forma —igualment
eficient— d’actualitzar-la per no haver d’invertir-la a cada iteracié. Donat que la
dimensi6 de la matriu ) en general és forca menor que la de tota la base B, el fet
de treballar amb la matriu de treball ens millora considerablement l'eficiencia del
metode.

Les dos seccions segiients tractaran els dos punts clau en treballar amb la matriu
@: com calcular-la (de forma eficient) i com actualitzar-la (també de forma eficient).

3. Calcul de la matriu Q.

Recordem que l'expressiéo de la matriu ) és Q = Ry — LgLflRl. Abans de

continuar definirem els seglients conceptes:

e A, conjunt de constriccions a banda actives a la iteraci6é actual.

e A.,,: conjunt de constriccions de capacitat mutua actives a la iteracié actual.

e A: conjunt de constriccions (a banda i de capacitat mitua) actives, és a dir,
A=AnpUAq,.

e |C|: nombre d’elements del conjunt qualsevol C.

Donat que, com abans s’ha esmentat, Ry és una matriu quadrada i que les
seves files estan associades a les constriccions actives i les seves columnes als arcs
complementaris, directament tenim que Rz és una matriu |A| x |A| (on |4| =
|Aem| + |Ae|) 1 per tant el nombre d’arcs complementaris és igual a |A|. Recordant



que el nombre de nodes de la xarxa és m i el nombre d’articles K, directament a
partir de I'expressio de @) tenim la seva dimensio:

dim(Q) = dim(Ry — Lo L7 ' Ry)

dim(Q) = (|A| x |A]) = (JA] x Km)(Km x Km)(Km x |Al)
dim(Q) = (|A| x |A]) — (|A] x [A])

dim(Q) = (|A] x |A])

Analogament a com ocorre amb Ry, les files de ) es troben associades a les
constriccions (a banda i capacitat mitua) actives, mentre que les seves columnes
es troben associades amb els arcs complementaris. Agrupant les files associades amb
constriccions a banda actives per una banda i les files associades amb constriccions

de capacitat mutua actives per una altra, podem considerar la matriu () dividida en

dos submatrius, tal com ara ) = [%‘m essent (Q.,, la submatriu quines files estan

associades a constriccions € A, 1 Q la submatriu quines files estan associades a
constriccions € Ay (on dim(Qem) = |Aem| X |A] 1 dim(Qe) = |Aw| X |A]). Cal
tenir en compte que aquesta divisié que s’ha fet a la matriu ) pot ser aplicada a la
matriu Ry i la matriu Ly (ja que les seves files estan associades amb constriccions
actives). Per tant bé podriem escriure el calcul de ) com

b i R P

Cal observar que el terme LflRl no depén per res del tipus de constriccié activa
associat amb les files de ). Cada columna R{, j=1,...,|A| ens indica la connexié
de I'arc complementari j dins de I’arbre d’expansié minima que li pertoca (en funcié
de l'article associat amb ’arc complementari j); és a dir la columna RJ nomsés té un
+11iun —1 a les posicions k i [ essent k el node origen de 'arc j i [ el node desti.
Donada l'estructura particular de Ry i L1, solucionar Ll_lR{ per ’arc j concret que
pertany a l'article k és equivalent a solucionar B, IR{ essent B ! Tarbre d’expansi6
minima de P'article k. La soluci6 és Bk_lR{ =V;,onV,, i=1,...,m (essent m el
nombre de nodes) s’obté directament com:

((+1: sil’arc de ’arbre que hi ha per sobre del node
apareix en el cami de I’arc j dins I’arbre, i apunta

v, cap al node desti de l'arc j.

‘ =4 —1: silarc de I’arbre que hi ha per sobre del node 4 (18)
apareix en el cami de I’arc j dins ’arbre, i apunta
cap al node origen de 'arc j.

L0 : en cas contrari.

Per tant, solucionar LflRl és equivalent a tenir els camins o cicles (que denotarem
per P;, j=1,...,]A|) de cada arc complementari j dins I’arbre d’expansié minima
que li pertoca. Donat un arc a € P; direm que a té orientacié normal si apunta
al node origen de ’arc complementari j; en cas contrari, direm que a té orientacio
inversa (dit d’una altra forma, 'arc a € P; té orientacio normal si Vj, = —1, essent ¢



el node de la xarxa que té per sobre seu 'arc a de I'arbre; si V;, = +1 'arc a tindra
orientacio inversa).

Un cop ja tenim calculat el terme L; 'R, cal veure com calcular les submatrius
Qem 1 Qep- Aix0 es veura als dos apartats que segueixen.

3.1. Calcul de Q.

Propossicio.
Si denotem per:
e a; l'arc associat amb la j-essima columna de @, j =1,...,|A|.
e cm; la constriccié de capacitat mitua associada amb la i-essima fila de @, 7 =
1,...,|Acm| (donat que hi ha una constriccié de capacitat miutua per cada arc de la

xarxa podem tractar indistintament el valor ¢m,; com referent a un arc o com referent
a la constriccié de capacitat mitua associada a aquest arc)
Llavors podem calcular la matriu )., directament fent:

+1, siaj; =cm;

Qij ) +1, sicm; € P amb orientacié normal
i=1,.. | Acm] —1, siem; € Pj amb orientacié inversa
7j=1,...,|A|
0, altrament

Demostracio.
Recordem que l'expressié de la matriu Q.,, és

Qem = R, — Lo, LT'Ry

Aixi mateix cal tenir present 'aspecte de la fila i-essima de Ls_,  (que anomenarem
L5 ): és un vector que només te K 1’s a les columnes associades amb els arcs i de

cada article k, k = 1,..., K, i a la resta 0’s. Considerem tots els casos possibles
(obviem afegir el subindex ., a les matrius per simplificar la notacid):
i) a; =cm; . En aquest cas I'element Ry, = +1. Per altra banda és clar que

a; ¢ Pj = cm; ¢ Pj, illavors (LoLi'Ry);; = LyV; = 0. Per tant
Qij = Rgij = +1.
ii) a; # cm; . En aquest cas I'element Ry, = 0. Cal llavors observar el valor del
terme —(LoL] ' Ry)i; = —(L5V;). Podem considerar dos subcasos:
ii.a) em; ¢ P; . Clarament llavors el producte L3V, = 0, donat que P'arc em;
no apareix en el cicle de 'arc a;.
ii.b) em; € P; . En aquest cas I’arc cm; si apareix en el cicle de 'arc a;, per
tant Léj = 1. Si cm; té orientacié normal a P; llavors I’element
Vj, = —1,iper tant Q;; = —(LéjVji) = —(1x—1)=1. Siper
contra cm; té orientacié inversa a P; llavors I'element V;, = 1,
i per tant Q;; = —(L%j V) = —(1x1) =—1, amb el qual tots
els casos queden tractats.
u

Algorismicament es pot descriure el procediment per calcular Q). com:



{ Inicialment Q;; =0,V 4,5 }
per j = 1 fins |4]
- a; := arc_complementari_j
si a; € Acp, llavors
i:= index(a;,Acm)
Qiji= +1
si_no
Pj:= calcular_cami (a,)
per_tot a € P; fer
sia € A, llavors
i:= index(a,Acm )
si té_orientacié_normal(a,P;) llavors

Qiji= +1
sino /* orientacié inversa */
Qiji= -1
fisi
fisi
fi_per_tot
fisi
fiper
3.2. Calcul de Q.
Propossicio.
Si denotem per:
e a; l'arc associat amb la j-essima columna de @, j =1,...,|A|.
e cb; la constriccié a banda associada amb la i-essima fila de @), i = [Ac|+1, ..., |A].

e B(a,n) una funcié logica que retorna cert si ’arc a apareix a la constriccié a banda
n, i fals altrament.
® ¢, €l coeficient de I’arc a dins la constriccié a banda n.

Llavors podem calcular la matriu )., fent:

( Fer els segiients 4 pasos:
1) Inicialitzar Q;; =0
2) si B(ayj,cb;) llavors Qi = Ca; cb,

Qij - per tot a € P;, fer els seglients 2 pasos
i:|4cn{|+1|:4~|:\14| ) 3) siB(a,ch;) ia té orientacié normal llavors
]: PR

Qij = Qij + ca,en,
4) si B(a,cb;) i a té orientacié inversa llavors

\ Qij = Qz’j — Ca,cb;

Demostracio.
Es pot comprovar (més aviat que demostrar) que la metodologia anterior és
correcta només observant ’expressié del calcul de Qqp:

Qe = R, — LQCbLflpq



Llavors el terme Qcp,; és directament:

— { —1pJ
QCbij - Rchij - 2ch1 Rl
— @ .

QCbij - R2cbij - 2,;1,‘/3

(On L} , representa la fila i-essima de Ly ,, i R{ la columna j-essima de Ry). El
terme RZCbij sera 0 si B(a;,cb;) = fals, i en cas contrari R2cbij = Cq, cb;» amb el qual
queden justificats els pasos 1) i 2).

Els pasos 3) i 4) aplicats repetidament per tot a € P; no reflecteixen més que el
producte escalar —Lgcij, tenint en compte la definicié de V; a (18), el concepte
d’orientacié normal i inversa —previament exposat— i que

i Caneh: si B(ay,cb;) = cert
Zeby 0 si B(ay,cb;) = fals

La propossicié anterior ja presenta de forma algorismica el procés de construccio
de la matriu Q., pel qual no ens estendrem més sobre com implementar aquest
calcul.

En aquesta seccié hem presentat la forma de calcular la matriu (), que era un dels
objectius d’aquest treball. L’altre objectiu, 'actualitzacié de la matriu de treball,
sera presentat a la segiient seccié.

4. Actualitzacié de la matriu Q.

Un cop es té formada la matriu () cal poder resoldre els sistemes del tipus Qx = b
i 2'Q = b'. Cal tenir en compte que el nombre d’elements no zero a (Q en general és
petit(< 10%). Per tant és recomanable usar rutines que tractin amb matrius esparses.
La implementacié concreta que s’ha fet del metode realitza una descomposicié LU
amb pivotacié parcial d'una reordenacié previa de la matriu () usant 1’algorisme P3
de Hellerman i Rarick o una variant del mateix per tal de deixar les punxes generades
al final de la matriu reordenada [3,4].

Els sistemes abans esmentats (Qxr = b i 2'Q = b') han de ser resolts a cada
iteracié del procés d’optimitzacié. Per tant sembla logic disposar d’un procediment
per tal de no haver de calcular i fer la reinversié de @) a cada iteracié. Un procés similar
al que aqui descriurem ja va ser presentat a [5]. Tanmateix la técnica introduida
en aquest treball considera constriccions a banda en la formulacié del problema i
sembla tenir un comportament més eficag (estalvi d’operacions en fer I'actualitzacio).
Abans de comencar, pero, descriurem les particularitats que ha de tenir el metode
d’actualitzacié de ). Per tal de fer aix0 descriurem els diferents tipus de pivotacié
que poden donar-se a la base B del metode del particionament primal durant el
procés d’optimitzacio.



4.1. Tipus de pivotacions.

Tant si estem minimitzant (0 maximitzant) una funcié lineal o no lineal, els
procediments algorismics utilitzats impliquen pivotacions a la base (una variable
basica és reemplacada per una no-basica, en el cas de funcié lineal, o per una
superbasica en el cas de funcié no lineal —usant la metodologia de Murtagh i Saunders
[6]—). Aixo implica que el conjunt A de constriccions a banda i de capacitat mutua
actives pot variar a cada iteracié (donat que les variables de tipus folga associades a
aquestes constriccions poden sortir de o entrar a la base), i pot fer-ho tant pel que
fa a quines constriccions hi ha actives com al nombre d’elles. Aquest darrer fet (que
el nombre de constriccions actives pugui variar d’una iteracié a una altra) implica
que la dimensié de la nostra matriu @ no és fixa durant tot el procés (recordem
que dim(Q) = |A| x |A]). Llavors com a conseqiiéncia immediata d’aixd tenim
que el nostre mecanisme d’actualitzacié de ) ha de ser capag¢ de tractar aquesta
dimensionalitat variable de la matriu de treball.

Segons el tipus de variable que entra i surt de la base tenim sis pivotacions
diferents. A continuacié descriurem breument com afecta cada tipus de pivotaci
particular a la matriu (), segons els tipus de variable que entra o surt de la base.

1) Surt una folga o un arc complementari.

l.a) Entra: folga-Surt: folga. La fila de @ associada amb la folga que entra a la
base és eliminada i substituida per una nova fila associada a la folga que surt
de la base. Es modifica el conjunt A de constriccions actives, pero no la seva
cardinalitat |A|. Dim(Q) no es modifica.

1.b) Entra: folga-Surt: arc complementari. La fila i columna de @ associades amb
la folga que entra i I’arc complementari que surt de la base, respectivament,
son eliminades. El conjunt A de constriccions actives es redueix en un
element (degut a la folga que entra a la base). Per tant hem d’actualitzar

dim(Q) = dim(Q) — 1.

1.c) Entra: arc-Surt: folga. Una nova fila associada amb la folga que surt de la base
és afegida a (). Per tal de mantenir la no—singularitat de () una nova columna
per l'arc que entra —que esdevindra arc complementari— és també afegida a Q).
El conjunt A de constriccions actives és ampliat (amb la constriccié associada a
la folga que entra a la base) i per tant s’ha d’actualitzar dim(Q) = dim(Q) + 1.

1.d) Entra: arc-Surt: arc complementari. La columna de @ associada amb l'arc
complementari que surt de la base és eliminada, i sera reemplagada amb
la columna associada al nou arc que entra a la base (que esdevindra arc
complementari). El conjunt A no es modifica, i, per tant, Dim(Q) tampoc.

2) Surt un arc del k-éssim arbre d’expansic.

2.a) Entra: folga-Surt: arc del k-essim arbre. Un arc complementari del k-éssim
article, per ex. el j-essim arc complementari, tenint ’arc que deixa la base
en el seu cami P;, ha de ser buscat. Aquest j-éssim arc complementari
sempre existira (altrament la matriu @) esdevindria singular) i llavors passara
a formar part del k-eéssim arbre d’expansié de la base. La fila i columna
de () associades amb la folga que entra i el j-essim arc que deixa de ser
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complementari sén eliminades. El conjunt A de constriccions actives es redueix
en un element (degut a la folga que entra a la base). Per tant hem d’actualitzar
dim(Q) = dim(Q) — 1.

2.b) Entra: arc-Surt: arc del k-éssim arbre. Un arc complementari del k-éssim
article, per ex. el j-essim arc complementari, tenint ’arc que deixa la base
en el seu cami P;, és buscat. Si aquest arc és trobat llavors reemplacara
I’arc que surt de la base en el k-essim arbre d’expansié, i ’arc que entra a la
base esdevindra complementari. Si cap arc complementari és trobat verificant
I’abans dit, llavors I’arc que entra a la base substituira ’arc que surt de la base
dins del k-essim arbre. Un dels dos casos anteriors ha de ser sempre possible
per tal de preservar la no—singularitat de la matriu ). EIl conjunt A no es
modifica, i, per tant, Dim(Q) tampoc.

Es pot observar a la casuistica anterior com dels sis casos possibles de pivotacio,
en tres d’ells dim(Q) no es modifica, en dos dim () disminueix en un, i en un cas la
dimensié de () es veu incrementada en un.

4.2. Metode general.

En aquest subapartat descriurem la metodologia a seguir considerant una matriu
general A que pot incrementar o disminuir la seva dimensié en una fila o columna a
cada iteracio. Més endavant centrarem ’atencio en el cas particular de tractar-se de
la matriu Q.

4.2.1. Matriu estesa.

Considerem que a la iteracié k recalculem la nostra matriu general Ag, que té
dimensi6é dim(Ax) = ng, i que no sera recalculada de nou fins passades i iterations
(aix0 és fins l'iteracié k + i), on tindra dimensié dim(Ag4;) = ng+;. Donat que la
dimensi6 de A pot incrementar-se com a molt en una fila i una columna, llavors
directament tenim que n; < nyp+1i, Vj k< j<k+i. Es a dir, la dimensié maxima
de la matriu A; entre les iteracions k i k + ¢ és ny + ¢. Llavors el metode proposat
consisteix en treballar amb la matriu estesa Zj a les iteracions j, k < j < k+1i, on
A; es defineix com

n; lj

5 _n (A 0
b=y, <0 ]1)

Les dimensions n; i [; de les matriu A; i la identitat 1 satisfan n; +1; = ny + 7,
aixo és, la matriu estesa Zj té en tot moment la maxima dimensié que pot assolir la
matriu A; entre les iteracions k i k 4+ 1.

Llavors l'estructura que s’anira mantenint actualitzada sera de fet la de les
matrius esteses Zj, tot i que ens interessi resoldre els sistemes A;z; = b; i acj-Aj = b;.

De fet aquest calcul és directe a partir de Zj i treballant amb 7; i Bj, extensions de
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x; 1 bj de forma que

Llavors:

A7 =D Aj 0N fa;\ _ (b a; =0
Am_bﬂﬁ(o 11><aj>_(0)(:>{f1ﬁj=bj

Obviant les darreres [; components de Z; (és a dir, el terme «;) tenim directament
x; que era el valor dessitjat. Aixi mateix el cost pel que fa a temps de calcul no és
gaire més elevat, ja que tan sols cal inicialitzar a 0 les darreres [; components del
vector estés Ej. De forma analoga s’opera en resoldre :IZ‘E-AJ' = bz-.

4.2.2. Actualitzacio de la matriu estesa.

Fins ara hem vist que, pel que fa a la resoluci6 dels sistemes dessitjats,
és indiferent treballar amb la matriu A; que amb la matriu estesa Zj, amb
I’avantatge de que la matriu estesa té dimensié constant. A continuacié mostrarem
que l'actualitzacié de A;i; en funcié6 de A; pot fer-se en tots els casos pre i
post multiplicant la matriu A; amb matrius etes i de permutacié, sempre i quan
mantinguem l'estructura abans detallada de la matriu estesa com una “condicié

invariant” que cal preservar a cada iteracié. Considerem els casos segiients:

a) Canvia una fila de A; en passar a A;41.

En aquest cas dzm(Aj) = dim(Aj+1) < Ny o= Nyl o, lj = lj+1. Llavors
simplement cal premultiplicar per una matriu eta fila escaient, per ex. 7;, i llavors
Aji1 =njA;. Donat que el que ens interessa és actualitzar la matriu estesa A1 en
realitat el que es fa és A1 = ﬁjﬁj (on 7, és la matriu estesa de n; de forma analoga
a com abans s’ha definit A4;).

b) Canvia una columna de A; en passar a A;y;.

Com al cas anterior dim(A;) = dim(A,11), i només cal afegir una matriu eta
columna escaient, per ex. n;, per postmultiplicar Zj, de forma que A;;1 = A;n;.
Directament llavors tenim que A;41 = Zjﬁj.

c¢) Eliminem una fila i una columna de A; en passar a A;41.

En aquest cas clarament dim(A;) = dim(A;41)+1 < njp =n; — 1, lj1 =
[;+1. Considerem que volem eliminar la fila s i columna ¢ de A;. El primer que es fara
és intercanviar la fila s amb la darrera fila de A; (és a dir amb la fila n;) i la columna
t amb la darrera columna de A; (que és la columna n;). Per tal d’'intercanviar les
files premultiplicarem per una matriu de permutacié escaient que anomenarem FP; i
per intercanviar les columnes postmultiplicarem per una altra matriu de permutacio,
que denotarem per ();. Llavors tindrem la matriu intermedia Aj = P;A;Q;. Cal
observar que la submatriu formada per les n; — 1 primeres files i columnes de flj és la
matriu A, dessitjada (bé, realment és “gairebé” la matriu A, dessitjada, donat
que les matrius de permutacié P; i @); ens han situat la fila n; de A; a la posicié s i
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la columna n; a la posicié ¢, quan el que haurien d’haver fet és avancar una posicié
totes les files compreses entre la fila s i la fila n; i el mateix amb les columnes entre
la tila nj. El que succeeix és que és més eficient en temps de calcul fer I'intercanvi
aqui proposat que el desplagament de files i columnes. Per tant considerarem com
Aj4+1 la submatriu quadrada de dimensié n; — 1 de Aj abans esmentada).

Si consideréssim ara la matriu estesa flj, la columna i fila n; de Aj (les originals
fila s i columna ¢ de A;) formarien part de la zona on hauria d’apareixer la matriu
identitat, donat que aquesta és la condicié invariant que hem de preservar. Llavors
de forma analoga a com hem fet als casos a) i b) hem de pre i postmultiplicar Aj per
matrius eta fila (7);,) i eta columna (n;,) escaients per convertir les originals fila s i
columna ¢ en una fila i columna de la matriu identitat. Si considerem tots els calculs
ja amb matrius esteses tenim finalment que ZjH =17, fﬁjﬁj@jﬁjc.

d) Afegim una fila i una columna de A; en passar a A, .

En aquest cas nj+1 = n;+1. Sabent I'aspecte que té la matriu estesa Zj a la fila
i columna n; 4+ 1 (s6n una fila i columna de la matriu identitat) directament podem
trobar unes matrius eta fila (7;,) i eta columna (7;,) escaients per tal de transformar
aquestes fila i columna en la fila i columna noves a afegir a A; ;. Llavors tenim que
A = 7; ijﬁjC. En aquest cas es veu com és d’important mantenir la condici6 de
que la matriu subdiagonal dreta inferior de la matriu estesa que actualitzem ha de ser
igual a alguna cosa coneguda i invariant (en aquest cas la matriu identitat), ja que si
no seria imposible trobar 7;, i 7n;_ tals que multiplicades per “alguna cosa” —aquesta
cosa és per nosaltres coneguda perque sabem que tenim una matriu identitat a la
part subdiagonal de la matriu estesa— donessin la fila i columnes dessitjades.

Queda clar, doncs, que en tot moment podem actualitzar Zjﬂ en funcié de
A; de forma Aj1 = E;A;F;, estant formades F; i F; per matrius de permutacié
i/o matrius etes. De forma inductiva podem escriure ZjJrl = EjEj,lzj,le,le, i
aixi podriem continuar fins arribar al punt en que vam recalcular Ay a la iteracid
k. Llavors podem escriure de forma general V j, k < j < k + 1, Zj = FA,F,
on E :_H{:_lk E, | iF = H‘Z:_lk E;i;—1. Llavors per tal de resoldre els sistemes
Ajfj = b]’ cal fer:

AT = b
EAkFEj = bj
ApFz; = B b,
ﬁkzj = E_ll_)j , onz; = FTJ'
zj = Z;lE_ll_)j

I finalment z; = F _1zj

Es a dir, per tal de resoldre els sistemes dessitjats cal invertir els productes de matrius
E i F i tenir alguna forma de calcular sistemes amb la matriu A (que és el mateix
que calcular sistemes amb la matriu Ay) calculada a la iteracié k. Pel que fa a les
inverses de E i I, aquestes sén directament calculables, donat que sén productes
de matrius etes i de permutacié que tenen inverses conegudes. De fet el més facil
és no emmagatzemar F i F' com producte de matrius etes i de permutacié, sind
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emmagatzemar directament £~! i F~! com producte de les inverses de les matrius
de permutacié i matrius etes (que continuen essent matrius de permutacié i matrius
etes). Per la seva banda per tal de calcular sistemes amb la matriu Ay només cal
reinvertir una vegada a la iteracié k aquesta matriu, i després s’usara la reinversié a
cada iteraci6 j, k < j <k +1.

Es veu clarament com el fet de treballar amb la matriu estesa (de dimensié ny+1)
elimina els problemes d’una actualitzacié amb dimensié variable. Naturalment cal
prendre un valor de ¢ —és a dir, cada quantes iteracions recalculem la matriu A—
el suficientment “bo”: és a dir ni massa petit (sind estariem recalculant i invertint
la matriu A massa vegades) ni massa gran (ja que llavors la dimensié de la matriu
estesa seria gran i, a més, augmentariem els possibles errors de precissié creats en
afegir matrius etes i de permutacié a cada iteracié). Un punt important és el fet de
mantenir a la matriu estesa el bloc diagonal de la part dreta inferior igual a la matriu
identitat. Aquest condicié s’ha de considerar com una “condicié invariant”, que s’ha
de preservar en tot moment, i gracies a ella sabrem com passar de A; a Ajy;. Es
podria haver escollit una altra condicié invariant (per exemple, mantenir no la matriu
identitat siné una matriu diagonal de dosos) i tenint en compte aixo tot funcionaria
d’igual forma. Tanmateix s’ha escollit la matriu identitat perque simplifica el procés
d’actualitzacio.

4.3. Metode general aplicat a la matriu () en particular.

En aquesta secci6 es particularitzara la metodologia descrita a 'apartat anterior
en el cas concret de que la matriu A a actualitzar sigui la matriu @@ del metode
del particionament primal. Es tractara ’actualitzacié de ) pels sis casos possibles
de pivotacié que poden haver al metode del particionament primal, tal i com s’ha
descrit a apartats anteriors. Es fara una divisio clara en la forma d’actualitzar segons
abandonin la base o bé una variable folga o arc complementari, o bé una variable
pertanyent a un arbre basic. Els dos tipus d’actualitzacio es tractaran en dos apartats
diferents. Previament, pero, introduirem uns conceptes previs comuns a ambdds tipus
d’actualitzacions (una altra descripcié d’aquests conceptes previs pot ser trobada a

[5])-

4.3.1. Conceptes previs.
Recordem que al metode del particionament primal la base a la iteracié qualsevol
1 pot ser escrita com:

Ly Ry 0
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Considerem ara la matriu L; que definirem com:

Il —L;lRl 0

0 0 1
Llavors el producte B} = B;L; és:
Ly R,y 0 1 |r7'ry O Ly 0 0
Bi =Bili=| L, | Ry | 0 0 1 | 0 |F| L Y
Ls | Rs 1 0 0 1 Ly
On Y, es defineix com:
Ry — LoLi 'Ry 0 Qi | 0
Y; = = (19)
Ry — L3Li 'Ry 1 D; | 1

Cal observar que la submatriu diagonal superior de Y; correspon exactament amb
la matriu de treball () del metode del particionament primal. Llavors actualitzar
Qi+1 = f(Q;) es redueix a actualitzar Y;11 = f(Y5).

Cada pivotacié a la base B; implica un canvi de columna a la mateixa. Aquesta
operacié pot ser representada matricialment mitjangant un producte amb una matriu
eta (o matriu de permutaci6 en el cas de que en comptes d’introduir una nova variable
el que fem sigui permutar dues columnes de la base actual; de totes formes tant en un
cas com a l’altre representarem sempre amb 7 la matriu usada per fer ’actualitzacio,
on 7 tant pot ser una matriu eta com una de permutacié) de forma B;11 = B;n
—eliminem el subindex ; de la matriu eta per simplificar la notaci6—. Tenint en
compte la definicié de B i l'expressié d’actualitzacié de B; a base de matrius 7,
obtenim:

i1 = Biy1Lip
i+1 = BinLit1
By = Bf L 'nLi (20)
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Directament de 'expressié (20) obtenim (fent la inversa de la part dreta i esquerra):

* — — .
i—l—ll = Li+1177 1LiBi (21)

De fet pels nostres proposits sera més 1til 'expressié amb la inversa (21) que 1’equacid
(20). Per tal d’expressar I'equacié (21) de forma matricial simplificada, considerarem
les seglients particions de les matrius B} i L; :

Ly 0 0
C; 0 Lo
B} = Lo Y; = on C;=L; , A=
A | Y Ls
L3
1 |-z7'Rr{ O
1 Vi
Li=| 0 1 0 |= on Vi=|_p-1rl 0
0 1
0 0 1

A Dexpressi6 (21), pero, sén necessaries les inverses de les matrius L; 11 i Bf. A partir

del particionament anterior pot veure’s que les inverses anteriors poden expressar-se
de forma:

1 —Vig ) Ci 0
Lz_—i—llz B,:(7 = on@i:C._l i Ki:—AiCi_lYi_l
0 1 A, |yt

Per tant I’equaci6 (21) en forma matricial pot ser escrita com:

Civ1] 0 1 |—Vig 1 Vi C; 0
= n (22)
Ay Y 0 1 0 1 Ay

(2

A partir de Pexpressi6 (22) es pot obtenir la formulacié per tal d’actualitzar Q.
En fer actualitzacio distingirem dos casos segons el tipus de variable que surt de la
base, el qual modifica substancialment I’aspecte de la matriu ! (encara no descrita
amb molt detall) que apareix a I'equaci6 (22). Presentem a continuacié els dos casos
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esmentats en funcié de la variable que deixa la base. Caldra tenir present en tot

moment, perd, que la matriu que actualitzarem realment sera: Q, = (%z (ﬁ)

4.3.2. Surt de la base una folga o arc complementari.

Aquest és el primer dels casos descrit a la seccié 4.1, que alhora es subdivideix
en quatre casos més. En sortir una folga o un arc complementari de la base les
submatrius Ly, Lo i L3 resten intactes, i la matriu n de I'equacié (22) per reflectir
el canvi a la base i la seva inversa seran de la forma:

1 M2 1 Mo
n= nt= on 7y = —nany "

0 | n 0 |ng!

Tenint en compte que la inversa d’una matriu eta també és una matriu eta, llavors
la matriu 7! ha de ser matriu eta, i per tant també ho seran les matrius 7, i ;"
en particular. Substituint el valor de ™! anterior a ’equacié (22) obtenim:

Ciy1 | 0 1 Vi 1 7y 1 Vi C; 0
Zi+1 Y;_T_i 0 1 0 7’]4_1 0 1 Zz Y;-_l
Ciz1] 0 1 My — Vigang ' Ci + Vi4; vy, !
A1 | Vi 0 ' A v,
6i+1 0 * *

A Y7;11 * 0y Y

(A Dexpressi6 anterior els termes * serien els resultats obtinguts en fer el producte per
blocs, obviats aqui per no complicar la notaci6 i ser del tot irrellevants pels nostres
proposits). Igualant per blocs directament s’obté:

Y=Y, <= Y = Y (23)

K3

Cal recordar que la columna eta de 74 (la Unica que és diferent de 0 i necessaria per
fer I’actualitzaci6) és un valor ja calculat previament durant el procés d’optimitzacio.
Aquesta columna eta és de fet el vector P trobat en resoldre BP = N, essent B la
base en el moment actual i NV una columna associada amb una variable no basica
(en el cas lineal) o superbasica (en el cas no lineal). A continuacid, i basant-nos en
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I’equacié (23) per tal de fer I’actualitzacid, descriurem cadascun dels quatre subcasos
possibles que poden donar-se.

l.a) Entra: folga - Surt: folga.

La folga que entra a la base es trobava associada a una constriccié (a banda o
de capacitat mutua) saturada, i per tant, li corresponia una fila dins la matriu @;.
Aquesta fila sera substituida per una fila amb la constriccié (a banda o de capacitat
mutua) associada a la folga que surt de la base —és a dir, la constricci6é associada
a aquesta folga que surt de la base es transforma en constriccié activa. Per tant
I’operacié que fem és substituir una fila de (); —sigui la fila r, Q)7 — per una fila de
D; —sigui la fila s, Dj—, estant definida D, a Iexpressi6o (19). La dimensi6 de la
matriu () no varia en aquest cas.

Recordant el dit al metode general per qualsevol matriu, en aquest cas només
cal premultiplicar la matriu (); per una matriu eta fila escaient. Per trobar aquesta
matriu eta fila, resolem en primer lloc el sistema

7'Q; = D;

1 ara la matriu eta fila sera:

1
ny = filar — fila amb el wvector =
1

t

1

L’actualitzacié de Q;+1 en funcié de @); queda en aquest subcas finalment com:

Q'H—l = ani

Recordem, perd, que el que realment hem d’actualitzar és la matriu estesa Q; 11
Donat que no hi ha hagut canvi de dimensio en la matriu de treball, en aquest cas
directament s’obté:

Qir1 =T5Q;
Pel que fa al cost computacional, en aquest subcas 1'inic calcul a fer és trobar el
vector v de la matriu 7;.

1.b) Entra: folga - Surt: arc complementari.

Les operacions que s’han de realitzar ara sén: (i) eliminar la fila r de @); associada
a la folga que entra a la base i (ii) eliminar la columna s de @; associada Darc
complementari que surt de la base. En aquest cas la matriu de treball disminueix en
un la seva dimensié (n;41 = n; — 1). Aixo implica que la part de la matriu estesa
Q. 41 corresponent a la submatriu diagonal inferior amb la identitat augmentara la
seva dimensi6 en un (l;41 = [; +1). Per tant cal situar la fila r i columna s a la part
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de la submatriu identitat, i posteriorment convertir-les en una fila i columna de la
identitat.

Per tal de realitzar ’abans dit, i seguint la metodologia general exposada
a seccions anteriors, premultiplicarem ); amb la matriu de permutacié P, (per
intercanviar la fila 7 i n;), i postmultiplicarem amb la matriu Py per intercanviar les
columnes s i n;. Obtenim d’aquesta manera una matriu intermedia Q¢+1 = P.Q;P;.
Ara cal convertir la fila i columna n; de Qi1 (les originals fila r i columna s) en
una fila i columna de 1. Per fer aixo haurem de trobar unes matrius eta fila 7 i eta
columna 7, que pre i postmultiplicaran a Qi+1-

Primer veiem com trobar 7.. Si recordem la férmula (23) per tal d’actualitzar
la matriu Y;4; i expressem en forma de matrius per blocs tenim:

Yz‘+1 = N4 =

on hem particionat n, de forma escaient. Observem per tant com directament la
submatriu 75 el que fa es transformar la columna original s de Y; que sortia de la
base en una columna identitat. Llavors directament tenim que la matriu 7. dessitjada
és n. = 5 (i recordem que 74 és ja una matriu coneguda, cosa que ens estalvia temps
de calcul per trobar 7).

Per tal de trobar n¢ operarem com al subcas (1.a). Llavors buscarem un vector
v tal que X

Y(Qit1Me) = én,

essent e,, 1'n;-essim vector de la matriu identitat. Amb aquest vector v formem
llavors directament la matriu 7, amb « situat a la fila n;-¢ssima.
Finalment 'actualitzacié en aquest subcas queda com:

Qit1 = Ny Qit17e
Qi-l—l = anTQi'Pan

Donat que hem d’actualitzar la matriu estesa, directament escrivim:
Qip1 =7 P.Q;P.T,

Observem com 1'tinic calcul necessari en aquest cas torna a ser trobar el vector v de
la matriu ny.

1.c) Entra: arc - Surt: folga.

En aquest cas la matriu @;1; s’amplia amb una nova fila (associada a la
constriccié a banda o de capacitat mitua de la folga que surt a la base) i amb una nova
columna (associada a l’arc que entra a la base i que esdevindra arc complementari).
Per tant en aquest cas la dimensié n;41 de Q;41 sera n;+1 = n; +1, i conseqlientment
la submatriu identitat diagonal inferior de Q, 41 disminuira la seva dimensio respecte
la iteracié anterior, és a dir [;41 = [; — 1.
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La nova fila a afegir a la nova Q); 11 sera una fila pertanyent a la submatriu D;
de (19). Considerem que sigui la fila s, Di. Llavors ens interessa poder arribar a una
expressié del tipus:

| |
| . |
. | . |
Qi+1 = @i ! 0 Y
| |
|

essent <y la columna eta de la matriu 7.. Recordant de nou la férmula (23)
d’actualitzacié de Yjy; per blocs:

Qi 0 75 0

Yig1 =

observem que la submatriu 75 ens afegeix la columna associada amb 'arc que entra
a la base. Per tant directament tenim que 7. = 15. Podem observar que, llavors,
I’actualitzacié pot ser escrita com:

T
|
|
Qir1 = Qi :O 5
|
T DT
T T
| |
| |
i 1
o O
| |
CT9 "1 [T TDhF 1

Com s’observa, per tal de poder fer 'actualitzacié de Q;y; d’aquesta forma és
necessari tenir una fila i columna de la matriu identitat a la posicié n;11 (posicid
de les noves fila i columna afegides a la matriu de treball). Pero, donat que el que
fem és actualitzar la matriu estesa de @, 41 aquesta condicié ja es verifica, ja que la
matriu diagonal inferior de la matriu estesa és precissament la matriu identitat. Per
tant podem escriure ’actualitzacié de la matriu estesa d’aquest subcas com:

Qit1 = QT4

essent 7], la matriu eta fila amb el vector eta D} a la posicid n;41. Pel que fa al cost

computacional s’observa que tan sols és necessari calcular Df = (R3 — Lng_lRl)S
per tenir 7y; a diferencia dels casos anteriors calcular la matriu 1y no suposa resoldre
cap sistema d’equacions amb @);.
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1.d) Entra: arc - Surt: arc complementari.

En aquest cas la dimensié de la matriu de treball no varia. L’inica operacié a
fer és substituir la columna associada a ’arc complementari que deixa la base per
una altra associada a l’arc que entra a la base, el qual esdevindra complementari.
Directament a partir de la férmula (23) considerant les matrius particionades per
blocs, tal i com s’ha fet als subcasos anteriors, obtenim ’actualitzacié per aquest
subcas (directament 1’escrivim en forma de matrius esteses):

Qip1=0QN., onin, =T;
Com s’observa aquest cas no necessita de cap calcul suplementari.

4.8.3. Surt de la base un arc del k-éssim arbre d’expansio.

Tal i com vam detallar en apartats anteriors, en el cas de sortir un arc pertanyent
a l'arbre d’expansié minima de I'article k£ mirarem si existeix algun arc complementari
del mateix article que el pugui substituir (en el cas que la variable que entri a la base
sigui una folga aquest arc existira sempre, mentre que en el cas de que entri un arc
pot 0 no existir).

Considerem que deixa la base ’arc s de 'arbre per l'article k, By. El conjunt
de camins dels arcs complementaris de l’article k es representen mitjancant Vi =
B, 1R1k. Llavors la condicié de “veure si algun arc complementari pot substituir a
I’arc s que deixa la base” és equivalent a “buscar algun arc complementari tal que en
el seu cami aparegui 'arc s”. A partir de V}, (que ens déna tots els camins dels arcs
complementaris de l'article k) aquesta darrera condicié es redueix a veure si v = V}?
és o no un vector igual a 0 (on V;’ representa la fila s de V}). Llavors segons v =0 o
~v # 0 tindrem els dos subscasos que a continuacié descriurem.

2.a) v = 0.

En aquest cas cap arc complementari pot ser intercanviat per I’arc que surt de
I’arbre d’expansié minima. Llavors el nou arc entrant substituira I’arc que surt dins
I’arbre. Implicitament assumim, aleshores, que quan v = 0 la variable que entra a la
base ha de ser un arc i no una folga (en cas de que fos una folga no podriem mantenir
Parbre d’expansié minima i la base esdevindria singular). A partir de la definicié de
Q, l'expressio de la nova @);4+1 sera ara:

Qi+1 = R2i+1 - L2i+1 (LiilR1i+1)

on es verifica que Ry,,, = Ry, i que La, i Lo,,, només difereixen en la columna
associada amb els arcs que han estat intercanviats (arc que ha sortit i arc que ha
entrat). Pel que fa al terme Ll_jrlRli ., amb els camins dels complementaris dins
els arbres, hem de tenir en compte que Ry, , = R, (és a dir, el conjunt d’arcs
complementaris roman invariable), mentre que L, , i L;, difereixen (igual a com
passava amb Ls) en la columna de I’arc sortint /entrant. Donat que 'tinic canvi que
hi hagut en els arbres basics ha estat el reemplacament de ’arc que ha sortit de
By (que anomenarem ay) pel que ha entrat (representat per a.), llavors la tnica
possible diferencia en els camins pot ser que 'arc a, aparegui al cami d’algun arc
complementari de I'article k. La segiient propossicié demostra que aixo no és possible.
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Propossicio.

Sigui as ’arc que surt de By, a. 'arc que el reemplacara a By, R;, el conjunt
d’arcs complementaris de l'article k, i cicle(a) el conjunt d’arcs de By, que formen el
cicle de l'arc a.

SiVa € Ry,, as ¢ cicle(a) llavors també es verificara després de fer la pivotacié
que a, ¢ cicle(a)

Demostracio.
Suposem que després de fer la pivotacié Ja € Ry, tal que a. € cicle(a). Aixo
implica que hem hagut de trencar en pivotar el cicle previ de a per a que pogués
entrar a.. Pero per a trencar el cicle previ de a la tnica possibilitat és que l'arc
que surt as estigui contingut en ell. Pero aixo contradiu la hipotesi inicial de que
Va € Ry,, as ¢ cicle(a). Per tant no pot haver cap arc a tal que a. € cicle(a).
|
Llavors tenim que els camins dels arcs complementaris no queden modificats
tampoc en fer la pivotacié. A més a l'expressié Q11 = Ra,,, — Lo, ., (LiilRliH),
donat que I’arc a. no apareix dins cap cami dels complementaris —tot i que La,,,
L' Ry

. [21:,) no varia

s’hagi modificat just en la columna de a.— el terme Lo, (
respecte la iteracié anterior. Llavors tenim directament que

Qiv1 = Qi = @¢+1@¢

En aquest cas, doncs, la matriu de treball roman invariant en fer la pivotacié.

2.b) v # 0.

En aquest cas 'actualitzacio es fa en dues etapes:

i) En primer lloc prenem una posicié r de « tal que 7, # 0. Llavors substituirem les
columnes associades a l’arc s que surt de la base i I’arc complementari r. Es a dir, el
que fem realment és una permutacié de dues columnes que ens preserven l’estructura
general de la nostra base (aquesta és: tenir arbres d’expansié minima per una banda
i arcs complementaris per una altra).

it) Ara larc r que haviem de treure de la base es troba com arc complementari.
Llavors en aquest segon pas el que hem de fer és aplicar la metodologia proposada
als subcasos ja presentats segons la variable a entrar sigui una folga (amb el qual
aplicarem el subcas 1.b) o un arc (aplicant llavors el subcas 1.d). Ara, pero, en aplicar
els subcasos 1.b o 1.d no disposarem directament del valor de la matriu 1. = 15 com
abans, i caldra calcular-la.

Centrem-nos, pero, en la primera de les etapes abans esmentades (on permutem
l’arc s que deixa un arbre generador, i ’arc r complementari). Recordant I’expressio
matricial (22) per fer 'actualizacié de B |, veiem que en aquest cas la matriu n~ ! no
és realment una matriu eta, siné una matriu de permutaci6 (entre les columnes dels
arcs 71 s). En comptes de parlar de matriu 7 ho farem de matriu P de permutacié de
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dues columnes. Cal tenir en compte que en aquest cas PP = 1< P = P!, Llavors
avaluant I’expressié (22) obtenim:

6i+1 0 I =Vig Py Py 1 Vi C; 0
A1 | Vi ! 0 1 Py | Py 0 1 4, |y
Ci | 0 Py — Vi1 Py |Pr = Vi Py | | Ci+ ViA; vy,

A1 | Y ! Py P, A, v

Ciy1 | 0 * *

A vt | |+ | v

(A Dexpressi6 anterior els termes * serien els resultats obtinguts en fer el producte per
blocs, obviats aqui per no complicar la notacié i ser del tot irrellevants pels nostres
proposits). Igualant per blocs tenim que

Y= (PVi+ P)Y, ! (24)

Donat que la matriu Q; és una submatriu de Y; (aixi com @; 41 ho és de Y;41) tenim
una forma d’actualitzar la matriu de treball en el cas de permutar els arcs r i s.
Per tal de poder desenvolupar 1’expressié (24) detallarem amb més precissié la
matriu P per tal de poder conéixer 'aspecte de P3 i P4. Sabent que m és el nombre
de nodes de la xarxa, n és el nombre d’arcs de la xarxa, K el nombre total d’articles,
k Tarticle de 'arc s que deixa l'arbre By, r 'arc complementari que substituira s
dins B, i R* = Zle |R1,| el nombre d’arcs complementaris fins larticle k (on |Ry,|
indica el nombre d’arcs complementaris de I'article 1), podem escriure P com:

(k—1)m+s Km+R"+r
1 1
1
(k—1)m+s — 0 1
1
P =
1
Km+R"+r — 1 0
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Sabent que dim(P) = (Km + n) x (Km + n), llavors les submatrius P; i P; ocupen
les n darreres files de P; d’aquestes P3 ocupa les Km primeres columnes i P, les
n darreres (és a dir dim(P3) = n x Km, i dim(Py) = n x n. L’aspecte d’aquestes
matrius és:

R*+4r
!
1
(k—1)m+s
1
1
Ps = peyr o 1 s Py = R yr o 0
1
1

Donat que V; = —L; 1Ry, llavors pot expressar-se com una matriu diagonal per blocs
de forma:

|R1y | | R g |

!
—1
V, =
m — _B[_(IR].K

Llavors si calculem l'expressié Py + P3V; (que anomenarem Ps) de 'equacié (24)
deforma matricial tenim:

(k—1)m+s |R11| |R1K|
!
m — [ =By 'Ry,
Ps=P,+PBPV,=FP,+ R*+r — 1
m — _BI_(lRlK
R*+r
l
1
|R1k|
l
1
= R'4r — 0 + R*+r — (Bk_lle)s
1
1
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|R1k|

= R4r — (Bk—lle)s

1

On (B, 'R1,)® no és més que I'afectacié de I’arc s als camins dels arcs complementaris
de l’article k, cosa que coincideix exactament amb el vector v que previament ja hem
calculat. Per tant (B, 1R1k)s = ~, i la matriu Ps = P, + P3V; és directament
calcul.lable. A més P; és una matriu eta fila (cosa que fa que la seva inversa sigui
immediata). Llavors lexpressié (24) d’actualitzacié pot ser escrita com Y;jrll =
P5Yi_l. Donat que només ens interessa actualitzar @);;1 (la submatriu diagonal
superior de Y1) realitzem un particionament escaient de Ps i prenem la submatriu
diagonal superior (amb les dimensions correctes per tal de poder premultiplicar
Q; 1) que anomenarem Ps. Llavors tenim que Q;rll = P6Qi_1. Llavors la férmula
d’actualitzacié de ();+1 sera directament ();11 = QiP(j_l, on P6_1 és immediat ja que
Py continua essent una matriu eta fila. Finalment es pot escriure, considerant la
matriu estesa:

— — =1
Q¢+1 = QiP 6

Clarament el cost per dur a terme aquesta operaci6é és nul, ja que el vector v (la

Unica cosa necessaria) ja estava calculat previament.

Amb aquest darrer cas ’actualitzacié de la matriu de treball queda complertada,
assolint el darrer objectiu d’aquest treball.
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