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Resumen

Los flujos multiarticulo han mostrado ser una potente herramienta
de modelizacién, y han sido aplicados con éxito en un gran ntimero de
campos, entre ellos la planificacién de operaciones militares y las teleco-
municaciones. En este trabajo se discuten las posibles extensiones de un
reciente algoritmo especializado de punto interior a problemas de flujos
multiarticulo no-orientados y de flujos multiarticulo cuadraticos, convexos
y separables. Se presentan resultados computacionales preliminares donde
se compara el algoritmo de punto interior especializado con CPLEX 6.5 en
la solucién de problemas multiarticulo cuadraticos de hasta medio millén
de variables.

Palabras clave: Métodos de punto interior, flujos multiarticulo, optimiza-
ciéon de gran escala, métodos de punto interior.

1. Introduccion

Los problemas de optimizacién de flujos multiarticulo son una generalizacién
del problema cldsico de flujos en redes. En el problema multiarticulo deben
enviarse k productos (los articulos) desde los nodos productores a los nodos
consumidores, de forma que se garantice la capacidad conjunta de los arcos
para todos los articulos.

Entre los campos donde los modelos de flujos multiarticulo han sido aplicados
con éxito hallamos el de la planificacién de operaciones y las telecomunicaciones.
Dentro del primer tipo destacan los denominados problemas PDS (Patient Dis-
tribution System)[2]. Estos problemas fueron desarrollados durante los afios 80,
y consisten en un modelo logistico para la evacuacion de pacientes de una zona
con un conflicto militar. Las instancias multiarticulo proporcionadas por estos
problemas no han podido ser solucionadas de forma eficiente y precisa hasta la
actualidad.

Los problemas de redes provinientes del campo de las telecomunicaciones
son inherentemente multiarticulo. En estos problemas cada articulo representa
el conjunto de mensajes (datos o voz) que deben ser enviados entre cada par de
nodos emisor /receptor; el ndmero de articulos acostumbra a ser, por tanto, muy
elevado (en el caso extremo, igual al nimero de nodos de la red al cuadrado). En
estos modelos a menudo hay que considerar la extensién denominada de flujos
multiarticulo no-orientados, donde los arcos no tienen orientaciéon y permiten el
flujo de datos en ambos sentidos.

*Bste trabajo ha sido subvencionado por el proyecto CICYT TAP99-1075-C02-02.



En los dltimos anos se han producido avances computacionales significativos
en la solucién de problemas multiarticulo. Las nuevas estrategias de resolucion
propuestas pueden agruparse en cuatro tipos de métodos: métodos basados en
el simplex, métodos de descomposiciéon, métodos de aproximacién y métodos
de punto interior. En [4] se comentan y dan referencias sobre algunos de estos
nuevos métodos. Para el caso de problemas de flujos multiarticulo no-orientados
en [6] se describen diversas estrategias de resolucién.

En este trabajo se considera un método especializado de punto interior pa-
ra problemas multiarticulo. Este método fue introducido en [3] y puede ser
considerado una estrategia eficiente de resoluciéon para problemas multiarticulo
dificiles y de gran dimensién. Se mostrara como dicho algoritmo especializado
puede ser directamente extendido al caso de problemas de flujos no-orientados,
y cuadraticos convexos y separables.

La estructura del documento es como sigue. En la seccién 2 se presentan
las formulaciones del problema de flujos multiarticulo, de flujos multiarticulo
cuadratico convexo y separable, y de flujos multiarticulo no-orientado. En la
seccién 3 se resume el algoritmo especializado de punto interior y se muestra su
extensién a problemas cuadraticos y no-orientados. Finalmente en la seccién 4
se presentan algunos resultados computacionales preliminares en la solucién de
problemas cuadraticos de gran dimensién.

2. Formulacién del problema multiarticulo y ex-
tensiones
Considerando una red de m nodos, n arcos y k articulos, el problema de flujos

multiarticulo puede formularse como el siguiente problema de programacion
lineal:

min Z(cl)T:EZ

N 0 0 0 x! bt
0O N ... 0 O z2 b?
s.a A = (1)
0 O N 0 T bk
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0<a'<u’ i=1...k
0<a<u.

Los vectores z* € IR" representan los flujos para cada articulo, mientras que
20 € IR™ son las holguras de las restricciones de capacidad mutua. N € IR"™*"
es la matriz de incidencias nodos-arcos del grafo dirigido que representa la red,
y 1 denota la matriz identidad de dimensién n x n. Podemos considerar que
N tiene rango completo (siempre podemos garantizarlo eliminando una de las
ecuaciones de balance redundantes). ¢ € R" y u* € IR" son respectivamente el
vector de costes y las capacidades individuales para cada articulo de los arcos,
mientras que u € IR™ es el vector de capacidades mutuas. Finalmente b* € IR™



es el vector de inyecciones/extracciones para cada articulo en los nodos de la
red.

Para el caso cuadratico nos ceniremos a problemas convexos con Hessia-
na diagonal. En este caso se tiene una funcién objetivo cuadratica, convexa y
separable

k
min > ()" + %(xi)TQia:i), @)

donde Q' = diag(q}j = L...,n),q;- > 0. Esta funcién objetivo podria ser
usada, por ejemplo, en las siguiente situaciones:

= Modelos donde se desee penalizar la ocupacion excesiva de una linea res-
pecto su capacidad maxima (por ejemplo, para garantizar una capacidad
de reserva en el caso de tener que redistribuir el flujo de datos por fallos
de algunas lineas). En este caso Q = 1.

= Modelos donde se desee obtener una distribucién de flujos « similar a una
ya existente T para acomodarse a un cambio en las inyecciones de los
nodos. En este caso el término cuadrético serfa (v — %)% (z — ).

= Resolucién de los subproblemas que aparecen al abordar el problema de
diseno de redes mediante un esquema de relajacién por Lagrangianos au-
mentados [7, 8]

En el caso de flujos no-orientados debemos considerar dos variables por linea,
donde cada una de ellas representara el flujo que circula en cada sentido. Si
denotamos con z'* y x'~ los flujos que circulan respectivamente en sentido
directo e inverso, por cada articulo, podemos formular el problema de flujos
multiarticulo no-orientados como:

k
min Z:((CH)TW‘Jr + () Tz)
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- T
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3. Algoritmo especializado de punto interior

Las formulaciones presentadas en el apartado anterior corresponden a pro-
blemas lineales y cuadréticos que pueden ser escritos en forma primal como

1
rm'n{cTﬂc-i-QacTQ:c:Ax:b,:10—&-s:u,:1c,s>0}7 (4)

donde z,s,u € R", Q € R"" y b € R™. El dual de (4) es

1
méx{bTy—QmTQx—wu:ATy—Qa?+z—w:c, z,sz}, (5)

donde y € R™ y z,w € R™.

Tanto para el problema multiarticulo lineal y cuadratico como para el no-
orientado se tiene que el nimero de restricciones es m = km + n, mientras
que el nimero de variables es de n = (k + 1)n para los problemas de flujos
multiarticulo lineal y cuadrdtico, y de i = (2k + 1)n para el problema de flujos
no-orientado. En el problema de flujos multiarticulo cuadratico la matriz @
consta de k+1 bloques diagonales, k de ellos asociados con los costes cuadraticos
de cada articulo Q%3 = 1...k, y el altimo QP relativo a los costes cuadréticos de
las holguras de las restricciones de capacidad mutua. Q° en principio serfa nula,
aunque no habria inconveniente en considerar una matriz diagonal no-negativa.
Para los problemas lineales basta con considerar ) = 0.

La solucién de los problemas (4) y (5) aplicando un método de punto interior
se obtiene planteando el sistema de ecuaciones no lineal

e, = pe—XZe=0

Tsw = pe—SWe=20

= b—Ax=0 (6)
re= c— (ATy—Qr+z2—-w)=0

(z,s,z,w) >0,

donde e es un vector de 1’s de dimensién apropiada, y cada matriz en mayusculas
es una matriz diagonal cuyas componentes corresponden a las del vector en
mintsculas asociado. El conjunto de soluciones tnicas para cada valor de p en
(6) dan lugar al denominado camino central, el cual, cuando u — 0, tiende
hacia los puntos solucién de (4) y (5). La solucién de (6) se obtiene aplicando
un método de Newton truncado, disminuyendo el valor de p a cada iteracién.
Dicho procedimiento se denomina algoritmo de sequimiento del camino central
(ver [11] para una descripcién detallada). La Figura 1 detalla los pasos del
algoritmo de seguimiento de camino central.

El algoritmo especializado introducido en [3] para problemas de flujos mul-
tiarticulo lineales se basa en la solucién del sistema (AQAT)Ay = b (el paso mas
costoso del algoritmo) aprovechando la estructura de la matriz A y combinando
un procedimiento de resolucién directo (Cholesky) con otro iterativo (gradiente
conjugado precondicionado, GCP). Dicha estrategia también puede ser aplica-
da al problema de flujos multiarticulo cuadratico y al de flujos no-orientados.
Para el problema cuadratico, y considerando un particionamiento adecuado de
la matriz diagonal © definida en el paso 3 del algoritmo de la Figura 1, se tiene:



Figura 1: Algoritmo de seguimiento del camino central.

Algoritmo SeguimientoCaminoCentral(A, @, b, c,u):
1 Inicializar x > 0,s > 0,y,2 > 0,w > 0;

2 mientras (z,s,y, z,w) no es solucién hacer
3 O=X"1Z+S"'WH+Q)
r=S8"1rg +re— X 1ry.;

(AOAT)Ay =1, + AOr;

Az = O(AT Ay — r);

Aw = S7(rg, + WAZ);

Az =7r.+ Aw+ QAz — AT Ay;

9 Calcular ap € (0,1],ap € (0,1];

10 T — x + apAx;

11 (y, z,w) «— (y, z,w) + ap(Ay, Az, Aw);
12 fin_mientras

Fin_algoritmo
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donde ©! = (X917 + (S) ='W + Q")~1,i = 0,1...k. Como Q' es una
matriz diagonal, ©° es directamente calculable.
Para el problema de flujos no-orientados la estructura de AOAT es

r [ B]C
4047 = _TFJW
T N(O™ +05)NT ... 0 N(O'Y + 1)
- 0 ... N(OFF + @b )NT N(OF +6F)
@ + O )NT ... (OFt +OF)NT [0+ X (0 + i)

El algoritmo especializado de [3] reduce el cilculo de (AOAT)Ay = b (paso
5 de la Figura 1) a la solucién de k sistemas mediante una factorizacién de
Cholesky de los k bloques diagonales de B en (7) o (8), y la solucién de un
sistema con la matriz H = D — CT BC, calculado mediante el método iterativo
del GCP. Para garantizar la eficiencia del GCP, en [3] se presenta un precondi-
cionador especifico para problemas de flujos multiarticulo. Los requisitos para
poder aplicar este precondicionador son:

= la matriz D debe ser definida positiva, y



» la matriz D + CT BC debe ser definida positiva.

De (7) y (8) se tiene que las dos condiciones anteriores se garantizan para los
problemas de flujos multiarticulo cuadraticos y no-orientados, por lo que el pre-
condicionador desarrollado en [3] puede ser aplicado también en estos casos. El
precondicionador se obtiene truncando en un determinado término la siguiente
serie infinita que proporciona el célculo de la inversa de H:

H™ ' = (i(Dl(CTBC)Y) DL (9)

=0

La efectividad del precondicionador viene regida por el radio espectral de D~ (CT BC)),
que siempre pertenece al intérvalo [0, 1). Valores cercanos a 1 proporcionan una
menor efectividad del precondicionador (ver [3] para una descripcién detalla-

da). Puede comprobarse como la adicién de un término cuadrético a la funcién
objetivo aleja el radio espectral anterior del valor 1, por lo que el algoritmo es-
pecializado presenta un mejor comportamiento para problemas cuadraticos que

para problemas lineales. Este resultado se observara en los resultados computa-
cionales de la siguiente seccién.

4. Resultados computacionales

Se han utilizado dos conjuntos de instancias multiarticulo para evaluar el
algoritmo especializado para problemas cuadraticos (no se presentan resultados
para el problema de flujos no-orientados). Las instancias multiarticulo cuadrati-
cas se han generado mediante un metagenerador que a partir de un problema
multiarticulo lineal anade un término cuadrético

a la funcién objetivo, siendo los coeficientes q;- valores obtenidos aleatoriamente
de una distribucién uniforme U[0, C], donde

b

k i
- Die1 E?:l G
kn

en un intento por garantizar que el término cuadratico sea del mismo orden
que el lineal. Para obtener una copia del metagenerador desarrollado puede
contactarse con el autor.

El primer grupo de instancias se ha obtenido aplicando el metagenerador a
18 problemas multiarticulo lineales obtenidos con el generador Mnetgen [1]. La
Tabla 1 presenta las dimensiones de estas instancias. Las columnas “m”, “n”,y
“k” muestran el nimero de nodos, arcos y articulos. Las columnas ‘n” ” indican
el nimero de variables y restricciones del problemas resultante.

El segundo conjunto de instancias estd formado por diez de los problemas
PDS (Patient Distribution System)[2]. Cada instancia depende de un pardmetro
t que denota el horizonte de tiempo considerado en el estudio (en nimero de
dfas). El tamafio de la red aumenta con ¢, mientras que el nimero de articulo es



Tabla 1: Dimensiones de los problemas cuadréaticos Mnetgen

Problema m n k n m
Megs—4 64 524 4 2620 780
Mgs_sg 64 532 8 4788 1044
Mgs_16 64 497 16 8449 1521
Mga_32 64 509 32 16797 2557
Mega—_64 64 511 64 33215 4607

Miog—_4 128 997 4 4985 1509
Mi2s—g 128 1089 8 9801 2113
Miag—_16 128 1114 16 18938 3162
Miog_32 128 1141 32 37653 5237
Mi2s_64 128 1171 64 76115 9363
Miog—128 128 1204 128 155316 17588
Mase—4a 256 2023 4 10115 3047
Mase—s 256 2165 8 19485 4213
Mase—16 256 2308 16 39236 6404
Moase—32 256 2314 32 76362 10506
Moas6—64 256 2320 64 150800 18704
Moase—128 256 2358 128 304182 35126
Moase—256 256 2204 256 566428 67740

Tabla 2: Dimensiones de los problemas cuadraticos PDS

Problema m n k n m
PDS1 126 372 11 4464 1758
PDS10 1399 4792 11 57504 20181
PDS20 2857 10858 11 130296 42285
PDS30 4223 16148 11 193776 62601
PDS40 5652 22059 11 264708 84231
PDS50 7031 27668 11 332016 105009
PDS60 8423 33388 11 400656 126041
PDS70 9750 38396 11 460752 145646

PDS80 10989 42472 11 509664 163351
PDS90 12186 46161 11 553932 180207




Tabla 3: Resultados para los problemas cuadraticos Mnetgen

CPLEX 6.5 IPM

feprpx—Tfivm
Problema CPU n.it. CPU n.t Hfeprnx
Mga—4 0.72 12 0.3 18 —2.0e—6
Mes_s 3.1 12 0.8 20 5.6e—7
Mega—16 10.7 15 1.6 21 —1.6e—6
M64,32 20.8 16 4.3 25 1.9e—6
M64—64 46.8 14 10.7 31 —1.1e-6
Miog—4 2.8 11 0.8 17 1.2e—7
Mos_s 126 11 2.1 21 2.5¢—6
M128716 80.5 13 5.9 28 6.9e—6
M128,32 153.6 14 15.7 35 2.8e—6
M128_54 305.5 14 35.3 36 —1.4e—6
M128—128 741.9 15 98.8 48 —5.7e—T
M256_4 13.1 13 2.7 20 —7.9e—6
Moass_s 738 14 6.7 22 2.4e—5
Moass—16 634.1 15 225 34 2.3e—5
M256_32 1105.2 16 49.9 36 2.4e—6
M256—64 2102.2 16 140.0 53 4.9e—7
Moase—128 4507.3 17 3276 62 5.0e—6
M2567256 11761.3 24 835.3 85 7.0e—6

siempre 11. Las instancias obtenidas con este generador se denotan como PDSt,
siendo ¢ el nimero de dias del estudio. Las dimensiones de estos problemas
pueden hallarse en la Tabla 2. Fl significado de las columnas es el mismo que
en la Tabla 1. Tanto el generador PDS como el generador Mnetgen pueden
obtenerse de

http://www.di.unipi.it/di/groups/optimize/Data/MMCF.html.

Los dos conjuntos de instancias han sido solucionados con el algoritmo espe-
cializado de las secciones precedentes, cuya implementaciéon se denomina IPM
[3], ¥y con CPLEX 6.5 [9], uno de los mejores sistemas de optimizacién de la
actualidad. A diferencia del caso lineal, donde también se dispone de un algo-
ritmo especializado de flujos en redes basado en el simplex (y que, en general,
resulta ser la mejor opcién), para problemas cuadréticos el sistema CPLEX 6.5
tnicamente cuenta con un algoritmo de punto interior.

Las Tablas 3 y 4 muestran los resultados obtenidos con CPLEX 6.5 e IPM en
la solucion de los problemas cuadraticos Mnetgen y PDS, respectivamente. Para
cada problema se indica el tiempo de CPU requerido por CPLEX 6.5 e IPM
(columnas “CPU”), el nimero de iteraciones requerido por CPLEX 6.5 e IPM

. .
(columnas “n.it.”), y el error relativo w de la solucién proporciona-
CPLEX

da por IPM (se considera que CPLEX 6.5 proporciona el 6ptimo exacto). Los
tiempos de CPU se han obtenido en una estacion de trabajo Sun Ultra2 2200
de 200MHz, 1Gb de memoria central, ~68 Mflops Linpack, 14.7 Specfp95 y 7.8
Specint95. Las Figuras 2-5 resumen la informacién de las tablas anteriores. Las
Figuras 2 y 4 muestran los cocientes de los tiempos de CPU de CPLEX 6.5 e



Tabla 4: Resultados para los problemas cuadraticos PDS

CPLEX 6.5 IPM

féPLEX _fI*PM
Problema CPU n.it. CPU n.t Hféprex
PDS1 1.6 23 1.3 29 —2.7e—T7
PDS10 234.8 43 78.6 62 —6.6e—7
PDS20 1425.6 55 271.0 69 1.9e—6
PDS30 5309.8 76 938.3 96 —6.0e—6
PDS40 10712.3 79 1965.2 105 —4.1e—6
PDS50 14049.7 80 3163.3 114 —4.1e—7
PDS60 17133.4 71 3644.2 95 3.6e—6
PDS70 25158.3 74 5548.7 101 —1.9e—7
PDS&0 26232.1 74 7029.9 100 —1.3e—6
PDS90 32412.9 77 9786.7 109 —1.2e—6

IPM segun el nimero de variables de la instancia, para los problemas Mnetgen y
PDS respectivamente. Las Figuras 3 y 5 muestran el niimero de iteraciones rea-
lizadas por CPLEX 6.5 e IPM para cada instancia, de nuevo para los problemas
Mnetgen y PDS respectivamente.

En primer lugar hay que notar que IPM proporciona soluciones muy cercanas
a las obtenidas con CPLEX 6.5. En las Tablas 3 y 4 se observa como los errores
relativos en los valores éptimos de las funciones objetivo son del orden de 1.0e—6.

En lo referente a la eficiencia de cada cddigo, de las Figuras 2 y 4 podemos
concluir que IPM fue siempre mas eficiente que CPLEX 6.5. Para los problemas
PDS, IPM fue en promedio 4.1 veces mas rapido que CPLEX 6.5, mientras que
esta eficiencia media fue de 9.94 para los problemas Mnetgen. Esta diferencia
puede explicarse por el hecho que los k sistemas a solucionar con las submatrices
diagonales de la matriz B definida en (7) son de mayor dimensién para los
problemas PDS que para los Mnetgen (nétese que la dimensién de cada bloque
diagonal de B es el numero de nodos del problema, el cual es muy superior para
los problemas PDS que para los Mnetgen). Este argumento también serviria
para explicar la disminucién de la eficiencia de IPM respecto CPLEX 6.5 para
los problemas PDS de mayor dimensién, tal y como se observa en la Figura 4.
En relacién con este hecho, cabe indicar, sin embargo, que IPM utiliza rutinas
estandar de resolucién de sistemds simétricos y dispersos de gran dimension
(en particular, las rutinas de E. Ng y B. Peyton [10]). Por su parte el sistema
profesional CPLEX 6.5 incluye en sus algoritmos los iltimos avances en cuanto
a algebra lineal numérica se refiere.

En lo referente al ntiimero de iteraciones de cada algoritmo, observamos en las
Figuras 3 y 5 como CPLEX 6.5 realiza muchas menos iteraciones que IPM. Esto
se debe a que el algoritmo de punto interior de CPLEX 6.5, a diferencia de IPM,
utiliza un método predictor-corrector [11] para el célculo de las direcciones de
movimiento. En [3] se observé como el uso de un método predictor-corrector en
IPM, a pesar de disminuir el niimero de iteraciones, aumentaba el tiempo total
de resolucién. Esto se debia al hecho de tener que solucionar dos sistemas del
tipo AOAT por iteracién. En el algoritmo especializado de IPM esto significaba
tener que aplicar dos veces por iteracion el GCP, lo cual era muy costoso. Sin
embargo, y dado el buen funcionamiento observado del precondicionador para



Figura 2: Relacion de tiempos de CPU entre CPLEX 6.5 e IPM para los pro-
blemas cuadraticos Mnetgen.
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Tabla 5: Resultados para los problemas cuadraticos PDS de pequena dimension

CPU
Problema m n k n m CPLEX IPM PPRN
PDS1 126 372 11 4464 1758 1.6 1.3 75.5
PDS2 252 746 11 8952 3518 5.2 7.9 293.3
PDS3 390 1218 11 14616 5508 10.2  10.5 903.4
PDS4 541 1790 11 21480 7741 224 339 17028
PDS5 686 2325 11 27900 9871 93.2 447 2631.3

problemas cuadraticos, deberia comprobarse si el método predictor-corrector
puede ser ahora aplicado con éxito. Esto forma parte de las tareas futuras a
realizar.

Finalmente, se han comparado los sistemas CPLEX 6.5 e IPM con PPRN
[5], un cédigo especializado para la solucién de problemas no-lineales de flujos
multiarticulo. PPRN puede considerarse como un buen representante de los
cbdigos no basados en métodos de punto interior para problemas (multiarticulo)
cuadraticos. Los tiempos de ejecucién para cada cédigo se presentan en la Tabla
5 (columnas “CPU”). El resto de columnas tienen el mismo significado que
en las Tablas 1 y 2. Unicamente se han considerado los 5 problemas PDS de
menor dimensién, dado el excesivo tiempo de resolucién requerido por PPRN.
A la vista de los resultados obtenidos, puede concluirse que, para problemas
cuadraticos y separables de flujos multiarticulo, el algoritmo implementado en
IPM resulta ser actualmente una de las mejores estrategias de resolucion.

10



Figura 3: Numero de iteraciones realizadas por CPLEX 6.5 e IPM para los
problemas cuadraticos Mnetgen
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Figura 4: Relacion de tiempos de CPU entre CPLEX 6.5 e IPM para los pro-
blemas cuadraticos PDS.
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Figura 5: Ndamero de iteraciones realizadas por CPLEX 6.5 e IPM para los
problemas cuadraticos PDS
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5. Conclusiones

El algoritmo especializado presentado en [3] ha mostrado tener una mayor
eficiencia en la solucién de problemas cuadraticos que lineales. Esto se debe en
parte al mejor comportamiento del precondicionador usado por el GCP a cada
iteracién del algoritmo. Entre las tareas futuras por realizar destacamos:

» Realizar un estudio més detallado sobre como afecta el término cuadrético
de la funcién objetivo al precondicionador usado.

= Estudiar si para el caso cuadratico el método predictor-corrector puede
proporcionar mejores resultados que los actuales.

= Realizar un estudio computacional del algoritmo més amplio, incluyendo
problemas de mayor dimensién, y codigos de programacién cuadratica y
no-lineal adicionales que no implementen un algoritmo de punto interior.

s Usar IPM dentro de un algoritmo de disefio 6ptimo de redes [7] para la
solucién de los subproblemas multiarticulo cuadraticos resultantes.
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